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Emlékeztetd
5. Mennyiségek, valtozok valds ideju rendszerekben
El6zmények: Real-time valtozd, real-time valtozo képe, idébeni pontossag, periodikus frissités,
megfigyelés: allapotmegfigyelés, eseménymegfigyelés, valos idejl objektum, allanddsag,
akciokésleltetés, idempotencia, hihet&ség (bizanci tipusu hibak), befolyasolhatdsag, ...
A befogado kornyezet modellezése:
Ami nem megkerulhetd: A befogadd kérnyezet megismerése, majd a mikodtets szoftverbe

épitése! Ennek eszk6ze a mérési eljaras: a megismerési folyamat része, amelynek soran a
rendelkezésiinkre allé ismereteinket pontositjuk, ill. bévitjuk.

Valasag ,tere” Megfigyelések ,tera” Déntések/becslések tere”

) [, x"'zl | @ ; Az abra a folyamat interpretalasat segiti.
< \_//—/‘/' ¢ A mérés soran a valosag jelenségeit
szeretnénk megragadni.

Ezt a ,,megragadast” el6szeretettel
végezziik olyan jellemzGkre épitve,
amelyek valamilyen értelemben
stabilitast mutatnak.

llyen jellemz8khoz (is) absztrakcio révén
jutunk.

- az allapotvaltozék (x), amelyek valtozasai
a kolcsonhatasok révén fellép6 energia-
folyamatokhoz  kothet6k  (feszliltség,
nyomas, h6mérséklet, sebesség, stb.)

- a paraméterek (a), amelyek a kélcsénhatasok
intenzitasviszonyait ragadjak meg, és

- a strukturdk (S), amelyek a rendszer-
komponensek kapcsolatait irjak le.

A valdsag ,tere” egy olyan absztrakcio,
amelyben a vizsgalt jellemzbk konkrét

értékei a tér egy pontjanak felelnek meg.
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Valdsag tere” Megfigyelések tere” Déntések/becslések ,tere” Em |ékeZtet6

A mérés el6tt a pont
koordinatait nem ismerjiik.

A mérések soran egy-egy ilyen pont kei)ordinétéinak meghatarozasara (megmeérésére) toreksziink,
ami — ismert modon — csak kozelitGleg lehetséges (a mérés hibaval terhelt).

Tovabbi nehézség, hogy a mérendd mennyiséghez sok esetben nem férlink kdzvetlenil hozza,
ezért tobbnyire csak valamilyen leképzésébdl tudunk kiindulni.

Ezt a leképzést nevezziik megfigyelésnek.

A mérendd és a megfigyelt érték kozotti ut a mérési/jelatviteli csatorna.

Valdsag ,tere” Megfigyelések ,tere” Déntések/becslések , tere” Megfigyelés determinisztikus

x / % csatorna esetén:

a — | OF A megfigyelt “valdsagot”
S\ grigy g

P } - | 3 } autondm rendszerként képzeljiik
K Yt H 0 el, és diszkrét modellel irjuk le.

ornyeze tmitQoé . ,
ormyezses, Szamitogep, A ,valdsagot” és a
|\ amit modelleziink |

A/D stalakitg'@mit programozunk megfigyelést leird allapot, ill.

Inverz modell megfigyelési egyenletek:

x(n+1)=Ax(n), | dim[x(n)] =N, dim[A]=N=xN

Y
Modell

y(n) =Cx(n) | dim|ly(n)|]=M, M<N, dim[C|=M=x*N

Tudunk egy ilyen modellt invertalni? Altalaban nem! Mikor tudunk? Ha €1 |étezik!
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Ha nem létezik C ™1, akkor mast kell csindlni! A megoldds egy szimulator! Emlekeztetd

Ehhez a modellnek be kell épiilnie a szamitdgépbe! Ezt vezéreljik a megfigyelt értékekkel!

-1 ,
xnl)=Axn) |} N #n+1)= A%(n) + Ge(n) | Célunk az x(n) ,
ym=Cx(n) [y em| Korrekeié / (n) = Gin) 50) allapotvektor becslése.

Ennek az eszkdznek a neve: megfigyeld, amely a ,valdsag” masolata igyekszik lenni azaltal,
hogy egy korrekcids/tanulé/adaptdlé mechanizmus eredményeképpen koveti azt.

A kovetés bekovetkeztével a mérés ,eredménye” X(n) a megfigyel6bdl olvashato ki.
A megfigyel6ben megvaldsuld ,,masolat” allapot, ill. megfigyelési egyenletei:
x(n+1) = Ax(n) + Ge(n) | G: korrekciés matrix; dim[G]=N = M, e(n) = y(n) —y(n)
- - A G matrixot Ugy tervezziik meg, hogy | X(n) —» x(n).
ym) = Cx(M) | A minimalizdlandé allapothiba az allapotegyenletek kiilénbségeként:
Jf(n +1)—-x(n+ 12 = Ax(n) — Ax(n) — Ge(n) = gA — GC}'?(x(n) — f(n)}).

Y

Y em+1)=Feln) II" £(n)

em+1)
az un. hibarendszer allapotatmenet matrixa.
A G matrix tervezése:| ¢(n)———0, | aminek érdekében e(n + 1) < &(n), lehetdleg V n-re.

n—0o

F csékkenti e(n) hosszat minden lépésben: , kontraktiv”. Az £(n) hibavektorral kapcsolatos

egyenl6tlenség a vektor hosszara (normajara) értelmezendd, skaldr esetben pedig a hiba

abszolut értékére. Elvaras: a hibarendszer a bels6 energidjat disszipalja. 2
%
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Esetek: Emlékeztetd
1.F = A — GC = 0. Ebben az esetben G = AC~1. Ez akkor lehetséges, ha C négyzetes, azaz

a megfigyelés éppen annyi komponensd, mint maga az allapotvektor.

Az egyenlet explicit formaban megoldhatd! | A konvergencia egyetlen |épéses!

2. FN = (A — GC)N = 0. Ebben az esetben a hibarendszer N lépésben konvergal:
x(N)—%(N)=(4—-GOON(x(0) —x(0)) =0 Az FN = 0 tulajdonsagu matrixok, az

un. nemderogatorius nilpotens matrixok, amelyek sajatja, hogy valamennyi sajatértékiik nulla.
Az ilyen tulajdonsagu allapotatmenet matrixszal jellemezhet6 rendszerek véges
impulzusvalaszuak (Un. FIR rendszerek), hiszen a kezdeti hiba véges lépésben eltinik.

3.Ha F¥N = (A — GC)" = 0, akkor a stabilra tervezett hibarendszer éllapotvektoranak hossza

exponencialis jelleggel fog csokkenni.Egy ilyen hibarendszer akkor lesz stabil, ha 6sszes
sajatértéke az egységsugaru koron beliil helyezkedik el. Az ilyen tulajdonsagu allapotatmenet

matrixszal jellemezhet6 rendszerek végtelen impulzusvalaszuak (Un. /IR rendszerek),
mert a kezdeti hiba csak végtelen lépésben tlinik el.

Megfigyelés zajos csatorna esetén: Ebben az esetben nem e(n)———0 az elvarasunk,

n—oo

hanem az, hogy trace{E [e(n)eT(n)]}mmin legyen.

- g(n) ]

em) =| &M

ezért trace{E[e(n)eT(n)]} = XR=gef(n). e(n+1) = Fe(n) | helyett

. .(n) hibarendszer
SN-1VV Ele(n+ 1)eT(n+ 1)] = FE[s(n)eT(n)]FT | jellemzést (’s\

, > Qa
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Emlékeztet6

Eza | P=E[e(n)eT (n)] | hiba-matrix kdzponti szerepet kap a hires Kalman
prediktor, ill. szirG esetében. Megjegyzések:
1. A megfigyel6 elrendezés mindkét modellje ,,gerjeszthetd” egy kozos gerjesztéssel.

Mivel a modellek linearisak, a

X =dn) |} N 1) = i) + Gen) ~ szuperpozicio ertelmeben. a
wm=Cxn) [y em| Korrekdd | (n) = Gi(m) . megfigyeld konvergenciaja

valtozatlanul megvaldsul.

u(n)

2. Az abra szerinti megfigyel6t Luenberger megfigyel6nek nevezzik. Luenberger szerint
majdnem minden rendszer megfigyel5. A megfigyeld tulajdonsag feltétele, hogy a megfigyeld
legyen ,,gyorsabb”, mint a megfigyelt rendszer, kiildonben nem képes kovetni a vdltozdsokat.

3. Egy ellenadllas- vagy impedancia-méré hid ismeretlen B J—j
elemet tartalmazo hidaga a valdsag fizikai modellje, a Rel | tnun A1RN
kiegyenlit6 elemet tartalmazé aga pedig a megfigyel6ben U‘(D T el
felépiil6, bedllithatd/hangolhaté modell. R R
A hidagak osztopontjan megjelend Példa: T T

feszultségek kilonbsége vezérli a hangolast, i
7 V4 V4 Vé .. V4 M 1 O . —_—
és a végén a két fesziltség megegyezik, a Adott A = 0o —1) C=
beallithaté elemrdl leolvasott érték

segitségével meghatarozhaté az ismeretlen.
Ez az aramkor, a hangolast végz6 operator

7 7 7 7 sy e o 77 —_— _1 —_— —_— 1 O o
részvételével megvaldsitja a megfigyel6t. G=AC""=A= lO _1] ( 3
D Qe
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Emlékeztet6
Példa: AdottA = [(1) _01];C = [1 1]. Hogyan dllitsuk be G-t?| G = lgo] ?
9o 9o Yo 1-go —90 ] g
= = A—GC| = _ -
GC lgll [1 1] lgl 91]’ [ C] [ — g4 —1—1g,/ A GC = (0 alapjan

ll—go —9o ”1—90 —9o ]:[1_290+g(2)+9091 _go+go+90+9091]:
—91 —l=gdl =0 —1-61] |-gi+gi+91+gogr 1+291+97+ 300
:lo 0] A mellékatld kifejezéseit a f6atld kifejezéseibe behelyettesitve kapjuk:

0 0174 _ 2go=0, [|1+2g, =0, | amibél: gy = 0.5 és g; = —0.5.

Ellen6rzésképpen: l —0. 5” _().5] 10 0]
—0.5 —05) o o
Példa: Hatarozzuk meg [4A — GC] saJatértékeit erre az esetre: det|[Al — A+ GC| =0

det[* 70505 | = (A-05)(2+0.5)+025 = 22— 025+025 = 0.

—0. 0.5
. 0 5 At Mindkét sajatérték nulla.
Megjegyzések:

1.Ez a tulajdonsag altalanosan igaz véges lépésben konvergalni képes rendszerek esetében.
2.Az ilyen rendszerek atviteli fliggvénye olyan (elfajuld) racionalis tortfliggvény, amelynek
valamennyi pdlusa az origéban van: an + v Z + anoZ24. . +a,zN1
H(Z) = a1Z_1+a2Z_2+...+aNZ_N = N N-1 NNZ 1
Ezek az un. véges impulzusvalaszu (FIR) sz(ir6k. Z
|d6tartomanybeli megfelelGje: y(n) = aqx(n — 1) + a,x(n — 2)+... +ayx(n — N),

ahol a valds idejd kiszamithatésag miatt csak x(n) korabbi mintai szerepelhetnek. ( R
D Qe
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Példa: A sajatértékekre vonatkozo feltétel felhasznalhaté a gyés a g, értékek meghatarozasara:

A—1+ g 9o
g1 A+1+91

=12 =0. Ebbél: gy + g, =0, ill. gy — g; = 1,amibél: g, = 0.5 és g, = —0.5.

det|Al — A+ GC| =0, det =2 +Ago+g)+go—g.1—1=

Van, hogy a befogadd kornyezet ,, dinamikajat” kdzvetlenil nem ismerjuk:
Az allapotegyenlet nem ismert vagy |A = I.| Ekkor csak megfigyeléseink vannak.

Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék: Nincs elbzetes ismeretiink sem a mérendd
paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikardél (a zajrol).

Tegyuk fel, hogy a megfigyelési egyenlet linearis: y(n) = Cx(n) + w(n); w(n) megfigyelési zaj
Feltételezziik, hogy az x(n) ismeretlen X(n) értéket vesz fel, és feldllitjuk a megfigyelés
modelljét: CX(n).A megfigyelést ezzel 6sszevetve keressiik X(n) |ngObb beallitasat négyzetes

hibafliggvény feltételezésével: ](x(n) X(TL)) (y(n) — Cx(n)) (y(n) — Cx(n)) =
=yn)Ty(n) —ym)"Cx(n) —x(m)’'CTy(n) + x(n)'CTCx(n)=
=ym)Ty(n) —2x(n)TCTy(n) + x(n)TCTCx(n) melynek szélséértékét (minimumat) keressiik:

0] (x(n),x(n))
0x(n)

=0 | —2CTy(n) +2¢Tcx(n) =0, | x(n) = [CTC]7CTy(n)

x(n)=%ys Itt A = [ miatt x(n) valdjaban konstans, tipikusan paraméter.
Tobbszor is megfigyeljuk, és a megfigyelt (zajos) értékeket y(n) vektorba gydijtjiik.

_ T
Ha C=[1 1 - 1], akkor 1 Azaz az egyszer( atlagolasra

Xs = N Z Yi(n) | jutunk.
k=0
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Mode"i"esztés A legkisebb négyzetes hibaju becsl6k esetén nincs

el6zetes ismeretiink, valdjaban modellt illesztettiink.

A modellillesztés problémaja meglehetfsen szerteagazo.
Egyik klasszikus valfaja a regresszio szamitas: fliggd és flggetlen valtozdék kozotti kdzvetlen,

determinisztikus kapcsolat meghatarozasa, a modellillesztés egy specialis esete.

y " ¥ Az abran lathaté elrendezésben a modellezend6 y =
alin) v Kritérium figgvény g (U, M) fuggvény kétfajta fliggetlen valtozéval

p _1} o (F b rendelkezik: az egyiket u(n) jeldli, amelyet ismeriink és

olu) ; i ,kézben tudunk tartani”, a masik, amelyiket n(n) jeldli,

‘ i amely ismeretlen, kézben nem tarthato, tipikusan

zajfolyamatnak elképzelt/modellezett folyamat.

A modellezéshez egy altalunk kézben tartott, tipikusan paraméterek segitségével mdédosithato
(,hangolhatd”) ¥y = g(u) fuggvényt haszndlunk. A cél egy olyan ,beadllitas” elérése, amely
valamilyen értelemben optimalis. Tipikusan négyzetes kritériumot hasznalunk:

J=E{o-9" -}

Linearis regresszio: Azillesztendd fliggvény a g(u) = ay, + a,u sl§alér linearis fliggvény,
melynek paraméterei Ugy valasztandok meg, hogy E (y — g(u)) minimalis legyen.
Minimalizalandé a | = E{(y — a, — a,u)?} 6sszefiiggés a, és a, szerint:

aJ
P —2E{(y —ag—a;uw)} = -2(E{y} —ay — a;E{u}) =0

Jf°
Ja. —2E{u(y — ap — a;w)}= =2(E{uy} — apE{u} — a; E{u*}) = 0 n(,;:
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Polinomialis regresszid: Fontos tulajdonsaga, hogy paramétereiben linearis.

R N . Aparamétereiben linearis modellek elGnyGsek, mert négyzetes
gu) k=0ak u hibakritérium esetén a széls6érték-keresés linearis egyenletrendszer

megoldasara vezet: négyzetes kifejezések paraméterek szerinti derivalasa linearis 6sszefiggést
eredményez.

Linearis regresszid mérési adatok alapjan:

A fentieket végigvihetjiuk akkor is, ha nincsen el6zetes informacionk.

llyenkor y,, = ay + aqu, + w,, | amiaz n-edik idépillanatban végzett megfigyelés modellje.

Végziink N megfigyelést. A ,bemenet” és a megfigyelt értékeket vektorba rendezzk.

Yo | [1 up ] - Wo | Felismerijlik, hogy ez a struktura ugyanaz, mint
g = Yi | _ 1w laO] n W1 | alegkisebb négyzetes hibaju becsl6knél megismert!
. ' ' a1 .
YN-1_ 1 Upn-1.  WN-1] N ZN_lu
\ | [CTC] — [ 0 “n ,
! ! Yn=oUn Xn=o Un
ym = € oext) +w®) oy | ZhSn ]
2(n) = [CTC]CTy(n) n=0 Unn
1
ldol _ 1 N n=o Un __Zn 0 Un Zn 0 Vn
al %Zg;& u%—(% iy u”)z - ﬁ2n=_0 Un 1 Zn 0 UnYn ’

Felismerjuk a statisztikai jellemz6k kozelit6 6sszefliggéseit!
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A regresszios séma altalanositasa

A modell-illesztési feladat megfigyel6ként abrazolva

wn) w(n)
! @ l ! .
uin) un .| Kritérium ' -
Valdsag y(n) —r* Valdsag - :!F " figavény | Mc::.iell FE—R]
v | Kritérium | I
z" _;h fumé“'f ! [ r
Modell () ' Inverz modell illesztése
A Optimumkeresés | w(n)
A
u(n) J i(n) kritérium
. oae . . »  Valosag » Inverz.Modell e -
Adaptiv linearis kombinator y(n) 1P | figevény |

um L

Optimumkeresés

beallitdsara torekszink.
JWm)) = E{[y(n) = X"mWm)|"[y(n) — X" (m)W(n)|}=
= E{y"mym)} - 2W ME{X(n)y(n)} + W (m)E{X(m)X" (n)}W (n).

Az altalanositott regresszios sémahoz kapcsoldodo egyik gyakran

hasznalt modell-csalad. Ebben az u(n) diszkrét értéksorozatbdl
egy X' (n) = [x,(n) x (M) .. xy_
allitunk eld el8szér, majd ezen értékek linearis

kombinacidjaként allitjuk el6 az y(n) értéket.

AWT(n) = [wo(n) wy(n) .. wy_1(n)] paraméterek

legkedvez6bb, minimalis négyzetes hibat eredményez6

1(n)] értéksorozatot

EX(m)y(n)j =P

oj(W(n))

=—2P+2RW(n)=0| | W*=R™1P

E{X(m)X"(n)} =R

oW (n)
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