DIGITALIS TECHNIKA GYAKORLO FELADATOK 1.

Megoldasok

I. A kodolaselmélet alapjai

1. Adja meg az aldbbi szamokat 12 bites

eldjeles abszolutértékes,
egyes komplemens,
kettes komplemens,

offset kodu binaris szamabrazolasban!

35, -35, 278, -278, 0, -2047, 2047, ...

Megoldas:

35:
-35:
278:
-278:
0:
2047
-2047:

2. Hasonlitsa 6ssze a tanult szamabrazolasi mdodszereket abbol a szempontbol, hogy milyen

eldjeles absz.
0000.0010.0011 |0000.0010.0011
1000.0010.0011 1111.1101.1100
0001.0001.0110 0001.0001.0110
1001.0001.0110|1110.1110.1001
0000.0000.0000 0000.0000.0000
0111.1111.1111 0111.1111.1111
1111.1111.1111 1000.0000.0000

0000.0010.0011
1111.1101.1101
0001.0001.0110
1110.1001.1010
0000.0000.0000
0111.1111.1111
1000.0000.0001

egyes komplemens kettes komplemens offset kédu binaris

1000.0010.0011
0111.1101.1101
1001.0001.0110
0110.1001.1010
1000.0000.0000
1111.1111.1111
0000.0000.0001

matematikai miivelet végzésére a legalkalmasabbak, ill. a legalkalmatlanabbak!

Megoldas:

+ - * 1% komp.

Eléjeles absz.értékes: r r K

Egyes komplemens: j j 99 9
Kettes komplemens: k|j glg ¢
Offset: 9999 k

k: kivalo, j: jo, g: gvenge, r: rossz

3. Fogalmazza meg a tanult szamabrazolasi modszereknél



a -1-gyel valo szorzas,
a 2-vel vald osztas és
két szam Osszeadasanak algoritmusat!

Megoldas:
Példaképpen a 2-es komplemes abrazolasnal adjuk meg a megoldast:

al 2-es komplemesképzés (bitenkénti negalas +1 LSB);

b/ Jobbra tolas egy bittel, az eldjelbit megtartja értékét;

¢/ A binaris 6sszeadas szabalyai szerint 6sszeadjuk a két n bites kodot n biten. Ha az
Osszeadandok eldjele egyforma volt és az eredményé ettdl kiilonbozik, akkor
talcsordulas volt (az eredmény érvénytelen), egyébként 2-es komplemensben helyesen
adodik.

4. Fogalmazza meg az NBCD koédolt (a decimalis szamjegyek 8-4-2-1 stlyozast bindris
koédolasa) szamok Osszeadasi szabalyat!

Megoldas:
Osszeadjuk a két négybites binaris szamot.
€© Ha az eredmény kisebb 10-nél (binarisan 1010-nal), akkor ez az eredmény,

€ Ha az eredmény nagyobb-egyenld 10-nél, akkor 6-ot (binarisan 0110-t) még
hozzaadunk. Ez az 6sszeg lesz az adott helyiértéken az eredmény és lesz egy atvitel.

5. Bizonyitsa be, hogy
n Iépésii egyirdnyu mozgas kodolhatd poziciokdoddal (a szomszédos pozicidk kodja 1

Hamming tavolsagun),
2n 1épésti kdrmozgas is kodolhatd poziciokoddal!

Megoldas:



Gray kédot tudunk csinalni n-nél nagyobb-egyenld kettd kerek hatvanyra. Ennek a Gray
kodnak tetszoleges n hosszu részlete megfelel linearis poziciokodnak.

Az el6z6 n hosszu linearis pozicidkodot a Gray kddnal megismert tiikrzési modszerrel és egy
tovabbi megkiilonboztetd bittel kiegészitve, 2n hosszusagu ciklikus poziciokodot kapunk.

6. Egy cinkelt dobokockaval valo 1-6 dobasok gyakorisdga rendre:
0.2,0.1,0.2,0.1,0.1,0.3.

Kodolja tomoren a kockadobasok eredményét €s szamitsa ki az atlagos kodszo hosszat!
Hany - kiilonb6z6 hosszlisag-eloszlasu - optimalis kddot talal? (Egy kodkészlet
hosszusageloszlasa azt adja meg, hogy hany 1, 2, 3 stb. hosszisagu koédszé van benne.)

Megoldas:
Tobb kiilonb6z6 hossziusag-eloszlasa optimalis kéd is van (mi kettdt talaltunk), pl.

03 | 00 | 00
0.2 | 10 |010
02 11 |10
0.1 010 011
0.1 0110 110
0.1 0111 111

Mindkét kod prefix, az atlagos koédszohossz: 2.5 bit.

7. Hogyan kddolna ezer bites adatokat minél tomorebben, ha az adatokban az egyesek
eléfordulasi gyakorisaga kicsi: 0,01? Szamitsa ki, hogy az ezer bitet mennyire sikertilt
tomoriteni!

Megoldas:

PL. tiz biten kodolndm, hogy a sok nulla k6z6tt hanyadik lesz a kdvetkez6 elsd egyes. Ezt ezer
bitenként ujra kezdeném, illetve ha az adott ezer bites csomagban mar nincs egyes, akkor egy
JO nagy szamot kiildok, hogy a dekodold ésszrevegye, hogy kész az adott csomag.

Ez egy egész jo kodolasi modszer (mar masok is kitalaltak és futamkodoldsnak nevezik), a
hatékonysagéanak kiszamitdsa azonban nem trivialis.

Egy becslés: varhatoan 10 egyes lesz a csomagban, ez 11 koz, tehat 11-szer kell 10 bites
@tavolsagot€ kiadni. Ez 6sszesen varhatoan 110 bit a kiindulé 1000 bit helyett, ami nem
rossz, de van jobb is! Ezen kiviil el kell viselniink, hogy ez a 110 bit hol hosszabb, hol viszont
rovidebb!

8. Keressen tomor kodot, ha az egyes események gyakorisaga:
a./1/2,1/4,1/8, 1/16, 1/32, 1/32.

b./ 1/4, 1/4, 1/8, 1/8, 1/8, 1/16, 1/16.
c./ 10 dh. 0.1.



Minden esetben szamitsa ki az atlagos kodszohosszat is!
Megoldas:
P1. optimalis prefix kodok rendre:

a/ 0, 10, 110, 1110, 11110, 11111 atlag: 31/16
b/ 00, 01, 100, 101, 110, 1110, 1111 atlag: 21/8
¢/ 000, 001, 010, 011, 100, 101, 1100, 1101, 1110, 1111 atlag: 3.4

9. A furfangos hallgaté jol meg akarja védeni nyolcbites adatait, ezért a kovetkez6 redundans
kodot talalja ki:

A nyolc bit utén irja

a./ egy biten a kiindul6 adat paritésat,

b./ egy biten a kiindul6 adat els6é négy bitjének paritasat,
c./ egy biten a masodik négy bit paritasat,

cre

cre

f./ Ezzel még nem elégszik meg, biztonsag kedvéért az egész végére irja még a
kiindul6 adat 1-es komplemensét.

fgy 6sszesen 21 bites redundans kodkészletet kap. Mekkora ennek a Hamming tavolsaga?
Megoldas:

Ha a kiindul6 kdédszoban 1 bitet valtozatunk meg, akkor ez a/-ban 1, b/ vagy c/-ben 1, d/ vagy
e/-ben 1 és f-ben Gjabb egy bit eltérést okoz, tehat 6sszesen 5 a Hamming tavolsag.

Ha a kiindul6 adatban €iigyesengp rontunk el két bitet (pl. az 1. és a 3. bitet invertaljuk),
akkor a/-e/ ellensrzg bitek nem valtoznak. igy a kiindulé kédrész és az f/ egyiittesen 4 bitben
fognak eltérni. Ennél kevesebbet mar semmilyen modon nem lehet produkalni, ezért a
furfangos k6éd Hamming tdvolsaga 4.

10. Harmas minimalis Hamming tdvolsagu kodkészletet kell szerkeszteni hatbites
kodszavakkal. Hany kodszot talal?

Megoldas:
Nyolcat kdnnyen talalunk, ha az el6adason megismert (7,4) Hamming kodban az egyik

informdcios bitet a négy koziil dllandéan 0-nak vessziik €s el is hagyjuk. A tovabbi harom
informacios bitbdl nyolc kodszonak kiadodik a harom bites ellenorzd része.



A rejtvény tovabb folytatodik annak bizonyitasaval, hogy tobb kddszot mar nem lehet talalni.
Ezt a bizonyitast egyeldére az olvaséra bizom!

11. Mennyi a Hamming tavolsaga annak a decimalis kodnak, amelynek kilenc informacios
jegyéhez az r redundans karaktert illesztjiik:

r=mod10 (1.al+2.a2+3.a3+4.a4+5.a5+6.a6+7.a7+8.a8+9.a9) ?
(. = szorzas)

Megoldas:

Sajnos csak 1, tehat a €legrosszabb€p esetet tekintve semmire sem jo! Ugyanis ha a2-ben 5-
ot, vagy ab-ben 2-t tévediink, akkor az ellenorzé karakter valtozatlan marad.

12. Mekkora Hamming tavolsagu kodszokészlet kell
a./ 4 eltorlddéses hiba jelzéséhez?
b./ 4 eltorlddéses hiba javitasadhoz?

c./ 4 (4tallitddasos) hiba jelzéséhez?
d./ 4 (atallitodasos) hiba javitasahoz?

Megoldas:

a/ 4 eltorl6déses hiba jelzéséhez  min. 1(1)
b/ 4 eltorl6déses hiba javitasahoz — min. 5,
¢/ 4 (atallitodasos) hiba jelzéséhez min. 5,
d/ 4 (atallitddasos) hiba javitasahoz min. 9.

13. Mekkora Hamming tavolsagu kodszokészlet kell 6 hiba javitasahoz?
Ez a kodszokészlet milyen tovabbi javitas/jelzés varidcidkban hasznalhato még fel?
Megoldas:

Mivel kiilon nincs megadva, itt atallitddasos hibat kell feltételezniink! Hat hiba javitdsdhoz
min 13-as Hamming tavolsag kell.

Ez a kod alkalmas még:

5 hiba javitasara és még a 6.¢€s 7. jelzésére,
4 hiba javitasara és még az 5.-8. jelzésére,



3 hiba javitasara és még a 4.-9. jelzésére,
2 hiba javitasara és még a 3.-10. jelzésére,
1 hiba javitasara és még a 2.-11. jelzésére.

14. A paritaskod és az lizenetismétlés egyarant kettes Hamming tavolsagl kod. Mégis
mennyivel erdsebb a joval hosszabb iizenetismétlés?

Megoldas:

Az iizenetismétléses kod kettes Hamming tavolsdga csak akkor all eld, ha mindkét kodrészben
pontosan ugyanaz a bit romlik el. Ekkor ezt atallitddasos hibanal nem lehet jelezni ill.
eltorlédéses hibanal nem lehet javitani.

Ha a két kodrészben eltérd bitek €p akar tobben is -- romlanak el, akkor viszont barhany
atallitodasos hibat lehet jelezni ill. eltorlédésest lehet javitani.

A paritas kodnal ez nem all fenn!

15. Négybites informéciohoz tizenegy redundans bitet irunk ugy, hogy a kiindulé négy bitbdl
minden lehetséges modon kivalasztunk kett6t, harmat és négyet (ez dsszesen 4+6+1=11 eset)
¢s rendre leirjuk ezen "bitcsoportok"” paritasat. Mekkora a Hamming tavolsaga az igy kapott
15 bites kodszokészletnek?

Megoldas:

Azt kell észrevenni, hogyha a négybites kodszoban elrontjuk barmelyik 1, 2, 3, 4 bitet, akkor
a tizenegy bites redundans részben rendre 7, 6, 5, 4 bit fog megvaltozni. Az informécids ¢és a
redundéns részben dsszesen megvaltozo bitek minden esetben 8-at adnak, igy a kodszokészlet
Hamming tavolsaga 8.

Részletesen:

1 bit elrontasakor a kétbites paritasok koziil 3 véltozik meg,
a harombites paritasok koziil 3 valtozik meg,
a négybites paritasok koziil 1 valtozik meg,
Osszesen a redundans részben 7 valtozik meg.

2 bit elrontasakor a kétbites paritasok koziil 4 valtozik meg,
a harombites paritasok koziil 2 valtozik meg,
a négybites paritasok koziil 0 valtozik meg,
Osszesen a redundans részben 6 valtozik meg.

3 bit elrontasakor a kétbites paritasok koziil 3 véltozik meg,

a harombites paritasok koziil 1 valtozik meg,
a négybites paritasok koziil 1 valtozik meg,



Osszesen a redundans részben 5 valtozik meg.
4 bit elrontasakor a kétbites paritasok koziil 0 valtozik meg,
a harombites paritasok koziil 4 valtozik meg,
a négybites paritasok koziil 0 valtozik meg,
Osszesen a redundans részben 4 valtozik meg.

16. Hatbites informacidhoz 15 redundéns bitet irunk ugy, hogy a kiindulé hat bitb6l minden
lehetséges modon kivalasztunk kett6t €s rendre leirjuk ezen bit-kettésok paritasat.

Mekkora Hamming tavolsaga lesz az igy kapott 21 bites kodkészletnek?

Hany atallitodéasos hiba jelzésére/javitasara alkalmas?

Megoldas:

Azt kell észrevenni, hogyha a hatbites kodszoban elrontjuk barmelyik 1, 2, 3, 4, 5, 6 bitet,
akkor a tizenot bites redundéns részben rendre 5, 8, 9, 8, 5, 0 bit fog megvaltozni.

Az informdcios €s a redundéans részben dsszesen megvaltozoé bitek rendre 6, 10, 12, 12, 10 6
értéket adnak, ezek koziil a minimalis 6 a kodkészlet Hamming tavolsaga.

Részletesen:

Ha az informacids részben k szamu bitet megvaltoztatunk, akkor az ellenorzd bitek koziil
pontosan azok fognak megvaltozni, amelyek egy megvaltozott €s egy valtozatlan bitbdl
képzett ellendrzo jegyek. Ezek szama pedig k*(6-k), vagyis 1*5, 2*4, 3*3, 4*2, 5*1, 6*0,
amint azt elébb irtuk.

I1. Logikai fiiggvények
17. Egy gyilkossag nyomozasa soran az kovetkez6 informaciok gylltek ossze:
A gyilkosrol kizarhato, hogy

kék szemii ES sportos;

fekete haju ES alacsony ES NEM kékszemii;

NEM fekete haju ES NEM alacsony ES sportos;

NEM fekete hajii ES sportos és NEM kékszemii ES alacsony;
NEM fekete haji ES NEM sportos ES NEM visel tornacipét;
tornacipdt visel ES NEM sportos;

fekete haju ES NEM alacsony.

NoookrwdPE

Végiil is a rendOrség eldzetes letartoztatasba helyezett harom gyanusitottat, akik koziil az
egyik

o feketehaju, kékszemi, alacsony €s kovér allasnélkiili nyomdész, a masik

o feketehaju, kékszemii, magas, sportos tenisztréner, a harmadik

o feketehaju, sziirkeszemt, alacsony beteges kinézetii varrond volt.

Mi a véleménye, sziikség volt-e a hdrom letartdztatasra?



Megoldas:

Az elsO gyanusitottat egyetlen allitds sem zarja ki,
a masodikat kizarjaaz 1. 7.,

a harmadikat pedig kizarja a 2. allitas.

Tehat az els6 gyanusitottat elég letartdztatni.

Formalis megoldas:
A lényeges tulajdonsagok jelolései:

K @ kékszemii

S @ sportos

F @ fekete haju

M € magas

T € tornacip6t visel

Az egyes kizar6 allitasok:

1. K.S

2. IK.F./IM
3.S./F.M

4. IK.S./F.IM
5./SIFIT

6. K./S.T
7.FM

A gyanusitottak jellemz6i:

l. K/S.F.IM
. K.IF.M
. /K.F./M

Ahol az allitasnak és a gyanusitott jellemzének van kézos része (ES kapcsolatuk nem 0), ott
az allitas kizarja a gyanusitottat.

18. Egy haromgyerekes csalad elment nyaralni a tengerpartra. Nagyon szerették a vizet, igy
esténként gyakran lementek szni. Emellett még azt is tudjuk, hogy



a./ az apa nem szeretett egyediil Uiszni, igy csak akkor ment el, ha a felesége és a fiuk
is vele ment.

b./ A kisebbik lany mindig elkisérte a batyjat,

c./ névére pedig mindig akkor ment tiszni, amikor a mamaja.

d./ A gyerekek még nem voltak elég nagyok ahhoz, hogy egyediil elengedjék 6ket,
ezért legalabb az egyik sziild mindig elkisérte dket.

Elmesélték, hogy az utolsd vasarnap este a két lany koziil csak az egyik uszott. Kik mentek el
uszas helyett még utoljara a varosba sétalni?

Megoldas:

Okoskodassal konnyen megkapjuk, hogy a kérdéses idépontban a mama és a nagyobbik lany
ment Gszni, csak a tobbiek mehettek a varosba (hogy mind el is mentek-e, az a feladatbol nem
deriil ki).

Ugyanez Boole algebraval:

Jelolje A, hogy az apa tiszott a tengerben; M, hogy a mama uszott a tengerben; F, hogy a fia
uszott a tengerben; K, hogy a kisebbik lany tszott a tengerben; és N, hogy a nagyobbik lany
uszott a tengerben! Ekkor a feladat allitasi a kovetkezd egyenletekkel irhatok fel:

MF+/A=1
K+/F=1
MN+/MJ/N=1
A+M+/IN/K/F=1
INK+NJ/K=1

A fenti 0t egyenlet mindegyike egyszerre igaz, vagyis szorzatuk egyet ad. Ekvivalens
atalakitdsok utan azt kapjuk, hogy

IAMN./K.JF = 1.

19. Egy négyzet minden két csucsa kozé kapcsolot tesziink (a csucsok rendre 1,2,3,4 jelliek és
a megfeleld kapcsolok: K12, K13, K14, K23, K24, K34; Kij = 1, ha a kapcsol6 vezetd
allasban van).

frja fel

a/ két szomszédos cstics kozotti rovidzar logikai egyenletét: pl.  R12=f(K12, K13, K14,



K23, K24, K34), ill.
b/ az 6sszes cslcs kozotti rovidzar logikai egyenletét!

Megoldas:

al A négy lehetséges ut egyenletét felirva pl.:
R12 = K12 + K13.K23 + K14.K24 + K13.K24.K34 + K14.K34.K23

b/ Nyilvan jo megoldas pl. az R12, R13, R14 logikai egyenleteinek Osszeszorzasa is, de ez
meglehetdsen ronda.

Belathat6, hogy az 6sszes cstucs kozotti rovidzar sziikséges és elégséges feltétele az, hogy
legalabb harom olyan kapcsolé be legyen kapcsolva, ami nem harom cstcsot kot dssze. Igy pl.
jo: K12.K13.K14, K12.K23.K24, de nem jo pl. K12.K23.K13

Ez 20-4=16 ilyen @harom kapcsolos€p term.

F = K12.K13.K14+¢

20. Milyen helyettesitési érték-variaciok esetén all fenn egyidejlileg az
alabbi egyenldséglanc:

A mod2 B mod2 C =/A.B+/B.C+/C.A=/A (/B +/C);

Megoldas:

A=0, B=0, C=1.

A=0, B=1, C=0.

Legegyszertibb felrajzolni mindharom fliggvény Karnaugh tablajat és cellanként egyezést
keresni.

21. Bizonyitsa be, hogy ha /A.B + C./D = 0, akkor

AB+/C.(J/A+/D)=AB+B.D +/B.D +/A/C.D

(Példatar L.f.14.)

22. Milyen helyettesitési értékek mellett all fenn az alabbi egyenldség (négy példa!)?

a/AB.C=A+B+C b./A.B.C=/A+B+/C
c.//(A.B.C) = A+B+C d./ (A.B)mod2 C =B

Megoldas:

a./ ABC =000 vagy 111;

b./ soha;

c./ A két A=B=C esetet kivéve a tobbi hat lehetdség;
d./ ABC =000, 100, 011, 110



23. Igazolja az aldbbi azonossagokat a Boole algebra axiomaihoz visszanyulva!

a/A+/AB=A+B
b/ AB+/AC+B.C=AB+/AC
c/AB+/A.C=(A+C).(/A+B)

(Példatir Lf11.)

24. Hozza egyszerlibb alakra az alabbi kifejezéseket, felhasznalva a Boole algebra kozismert
tulajdonsagait!

Y1=/A+AB./C+ (/A +AB./C).(A +/A./B.C);
Y2 =/((A.B + C.D).(A./C + B./D));
Y3=B.(A.C+/AIC)+A./C+/A.C;
Y4=ACD+AB.C+D.(/A+/B)+/A.CD

(Példatir Lf12.)

25. A kétértékii logika €@majdnem teljes€p fliggvényosztalyai koziil melyekbe tartoznak az
alabbi fiiggvények?

frja fel minden esetben az igazsagtablat is!

0;
IX;
Ix+y;

/(/(/a.b).c);
a mod2 (a.b) mod2 (a.b.c)

Megoldas:

TOTIM|S|L
0 X |- |x |- X
/X - - - x|x

Ix+y -k FFF



/(/(/a.b).c) - - -
amod2 (a.b) mod2 (a.b.c) x x - |- |-

26. Mondjon olyan Boole fiiggvényeket, amelyek csak egyetlen majdnem teljes
fiiggvényosztalyhoz tartoznak!

(Példatar L.f.06.)
27. Milyen zart osztalyokat feszitenek ki az alabbi Boole fiiggvények?

a./ a+/b

b./ (a+/b).c
c./ a+/b; a.b;
d./ a+/b; O;

Megoldas:

al a+/b valddi része T1-nek

b/ (a+/b).c valddi része TO metszet T1-nek
c/ at/b;a.b; T1

d/ a+/b; 0; P2 (6sszes Boole fv.)

Mert:

al at/b csak T1 eleme, ezért [at/b] T1 részhalmaza. Mivel azonban a+/b ismételt
alkalmazaséval csak olyan fiiggvényeket kaphatunk, amibdl egy valtozo (ponalt formaban)
kiemelhetd (az a./b kapukbdl felépitett kombindcios halozatban mindig van 1t elsédleges
bemenettdl csupa ponalt Idbon keresztiil a kimenetig!), ezek a fliggvények pedig legfeljebb
fele maxtermnél lehetnek 1 értékiiek. De nem minden T1-beli fiiggvény ilyen!

b/ Az adott fiiggvény TO-nak és T1-nek is eleme, igy lezartja TO metszet T1 részhalmaza.
Hasonlo6an az el6z6 gondolkodashoz, most azt lehet belatni, hogy az eldallitott fliggvényekben
legalabb fele 1-es lesz!
c/ Lezartja T1, mert e két fliggvénybdl a+b is felépitheto:

a+b = a+/((a+/b) . (/a+b)),

ezzel és a+/b-vel Mmax-ot kivéve minden maxterm megcsinalhato, a sziikkséges maxtermek
ES kapcsolata pedig az a.b fliggvényel allithato eld.

d/ Az adott két fliggvénybdl konnyen meg tudjuk konstrualni a NAND fiiggvényt!

28. Keressen fiiggvényt, amely:



a./ nullat megorzo, egyet megorzo, ¢és linedris;
b./ nullat megorzo, nem egyet megdrzo, monoton;
c./ linedris €s 6ndudlis, de nem nullat megdrzo!

Megoldas:

Ilyen fiiggvények léteznek €s ezért "sokat" lehet talalni, mi itt érdekességként a legkevesebb
valtozoszamu példakat adjuk meg:

a/ ilyen a paratlan szamu valtoz6 mod2-je. pl.: a mod2 b mod2 c;

b/ az azonosan 0 fiiggvény;

c/ la.

29. Excess 3 kodu decimalis szamjegyet vissza kell kodolni NBCD kodba. Ez négy bemenetti,
négy kimenetl logikai fliggvényt jelent. Adja meg a fliggvényt!

Megoldas:

Ha az Excess 3 kod bitjei rendre az MSB-t6] haladva dcba, az NBCD kodé pedig DCBA,
akkor

D=d.(c+b.a)
C=/c mod2 (a.b)
B=b mod2 a
A=/a

Ezek felismeréséhez €j6 szem€ kell!



