Méréselmélet: 1. eloadas, 2014.02.12.

0. A Méréselmélet c. targy hozzajarulas a ,,Data Science” néven azonositott, igen keresett
ismeretanyaghoz. Az ¢érzékelok forradalma révén elképesztdé mennyiségli adat
feldolgozasara van igény, ezért ,,data scientist”-eket keresnek vilagszerte. A gazdasag feldl
kovetkez6 a megfogalmazas: ,,Data Science is about transforming data into business value
using math and algorithms.” A Harvard Business Review szerint: Data Scientist: Sexiest
Job of the Century. Gondoljanak erre, amikor elakadnak a targy egyes nehezebb részeinél!

1. Emlékezteté: A Méréstechnika c. targy keretében megismerkedhettiink a méréselmélet
alapjaival a kovetkezd cimszavak, ill. témakorok mentén:

- Mérés és modellezés

- Modellillesztés

- Mérési hibak (modellezési, atviteli és miiszer-hiba)
- hibaterjedés (a teljes differencial alkalmazésa)
- mérdéeszkdz strukturak (soros, parhuzamos, visszacsatolt)
- jelatalakitok hibai (nullpont, terhelési, hdmérsékleti, kalibracios, stb. hibak)
- a muszerek pontossaga (analog, digitalis; alkatrész és frekvenciafiiggés)

- Elemi mérési modszerek (differencia, kozvetlen ¢és kozvetett 0Osszehasonlités,
helyettesitd, felcserélési vagy Gauss modszer)

- Meérési sorozat kiértékelése (megadando a helyes érték legvaldszinilibb értéke/becsldje, a
becslés bizonytalansaga; az atlag szordsa; konfidencia szadmitas)

- A mérési bizonytalansag kifejezése (a GUM modszer)

Ezen témakorok ismeretét a Méréselmélet targy el6tanulmanyi kovetelményének tekintjiik,
a fenti cimszavak koziil mélyebben csak a modellillesztés témakorét érintjiik.

2. A mérési eljaras: a megismerési folyamat része, amelynek soran a rendelkezésiinkre allo
ismereteinket pontositjuk, ill. bovitjiik. Az 1. abra a folyamat interpretdlasat segiti. A
mérés soran a valosdg jelenségeit szeretnénk megragadni. Ezt a ,,megragadast”
eldszeretettel végezziik olyan jellemzOkre épitve, amelyek valamilyen értelemben
stabilitast mutatnak. Ilyen jellemz6khoz (is) absztrakcid révén jutunk. Kiemelt szerephez
jutnak

- az allapotvaltozok (x), amelyek valtozasai a kolcsonhatasok révén fellépd energia-
folyamatokhoz kothetdk (fesziiltség, nyomads, hdmérséklet, sebesség, stb.)

- a paraméterek (a), amelyek a kdlcsonhatasok intenzitasviszonyait ragadjak meg, és

- astruktarak (S), amelyek a rendszer-komponensek kapcsolatait irjak le.

A valosag ,tere” egy olyan absztrakcid, amelyben a vizsgalt jellemzok konkrét értékei a tér
egy pontjanak felelnek meg. A mérés eldtt a pont koordinatdit nem ismerjiikk. A mérések
soran egy-egy ilyen pont koordinatainak meghatdrozasara (megmérésére) toreksziink, ami
— ismert modon — csak kozelitdleg lehetséges (a mérés hibaval terhelt). Tovabbi nehézség,
hogy a mérendé mennyiséghez sok esetben nem fériink kozvetleniil hozza, ezért tobbnyire
csak valamilyen leképzésébdl tudunk kiindulni. Ezt a leképzést nevezziik megfigyelésnek.
A mérendo és a megfigyelt érték kozotti ut a mérési/jelatviteli csatorna.

Megfigyelés determinisztikus csatorna esetén: a 2. abra illusztrativ példaként egy id6ben
diszkrét megfigyelot mutat be. A ,valdosagot” és a megfigyelést leird allapot, ill.
megfigyelési egyenletek:
x(n+1) = AX(n), (1)
y(n) =Cx(n), ()
ahol az x(n) allapotvektor N dimenzios, az A allapotatmenet matrix N*N dimenzios, az y(n)
megfigyelés M<N dimenziés vektor, a C megfigyelési matrix pedig M*N dimenzios.
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Célunk az x(n) allapotvektor becslése. Ennek eszkoze a megfigyeld, amely a ,,valosag”
masolata igyekszik lenni azaltal, hogy egy korrekcids/tanuld/adaptald mechanizmus
eredményeképpen koveti azt. A kovetés bekovetkeztével a mérés ,.eredménye” X(n)a
megfigyelébdél olvashaté ki. A megfigyeldben megvaldsuld ,,masolat” allapot, ill.
megfigyelési egyenletei:

X(n+1) = AX(n) + Ge(n), (3)

y(n) =Cx(n), (4)
ahol a G korrekcios matrix N*M dimenzios, e(n) = y(n)— y(n). A G matrixot Ggy tervezzik
meg, hogy X(n) — x(n). (1) és (3) kiilonbségét képezve:

x(n+1) —X(n+1) = Ax(n) — AX(n) — Ge(n) = (A—GC)(x(n) — X(n)) . (5)

Bevezetve az &(n+1)=x(n+1)—-X(n+1), valamint az F=A-GC jeloléseket, az un.
hibarendszer 4llapotdtmenet matrixa:

e(n+1) =Fe(n). (6)
A G korrekcios matrixot ugy kell megtervezni, hogy &(n)——-—>0, aminek érdekében

célszeriien e(n+1)<e(n), V n-re, azaz F csokkenti €(n) hosszat minden 1épésben, vagyis
idegen szoval ,,kontraktiv”.

Megjegyzések:

1. Az &(n)hibavektorral kapcsolatos egyenlGtlenség értelemszeriien a vektor hosszara

(normajara) értelmezendd, skalar esetben pedig a hiba abszolut értékére.

2. A hiba eltlinéséhez természetesen nem kell megkovetelniink a csokkenés monotonitasat,
csak a hibarendszer stabilitasat, azaz kiilsé gerjesztés nélkiili esetben a nulldhoz
konvergalasat. Ez interpretalhatd ugy is, hogy a hibarendszer a belsd energidjat a stabil
allapot elérése érdekében leadja, idegen szdval disszipalja. Ha ez a disszipacid az iteracid
minden Iépésében fenndll, akkor a hibavektor hosszanak csokkenése monoton folyamat
lesz.

Esetek:

1. F=A-GC=0. Ebben az esetben G = AC ™. Ez akkor lehetséges, ha C négyzetes, azaz a
megfigyelés éppen annyi komponensii, mint maga az allapotvektor. Igy aztin nem is
csoda, hogy iteracio nélkiil, egyetlen 1épésben meg tudjuk hatarozni az allapotvektor
értekét. Ez azt jelenti, hogy a megfigyeld, ezen beliil a ,,mésolat”, egyetlen 1épés utan
kovetni képes a megfigyelt (fizikai) rendszert.

2. FY =(A-GC)" =0. Ebben az esethen a hibarendszer N 1épésben konvergal:
x(N)=%(N) =(A-GC)" (x(0) - %(0)) =0 (7)

Az F" =0 tulajdonsagii matrixok, az un. nemderogatérius nilpotens matrixok, amelyek
sajatja, hogy valamennyi sajatértékiik nulla. Az ilyen tulajdonsagu allapotatmenet
matrixszal jellemezhet6 rendszerek véges impulzusvalasziiak (un. FIR rendszerek), hiszen
a kezdeti hiba véges 1épésben eltiinik. (Megjegyzés: ha F™ =0, ahol M<N, akkor F tn.
derogatorius nilpotens matrix, ilyenkor a konvergencia kevesebb, mint N Iépésben
bekdvetkezik.)

3. Ha F" =(A-GC)" %0, akkor a stabilra tervezett hibarendszer allapotvektoranak hossza
exponencialis jelleggel fog csokkenni. Egy ilyen hibarendszer akkor lesz stabil, ha dsszes
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sajatérteke az egységsugaria koron beliil helyezkedik el. Az ilyen tulajdonsagu
allapotatmenet matrixszal jellemezhetd rendszerek végtelen impulzusvalaszaak (un. IIR
rendszerek), mert a kezdeti hiba csak végtelen 1épésben tiinik el.

Példak:

, 1 0 10 4, 1 0
1. Példa: Adott A= ; C= . Hogyan allitsuk be G-t? G=AC ™~ = A=
0 -1 01 0 -1

10
2. Példa: Adott A:{O J ; C=[1 1]. Hogyan allitsuk be G-t? G {90} =7

_ g
1_ —
Gcz[go}h ]:[go go] [A—GC]:{ % % } [A—GCT =0alapjan hatirozzuk
g 9 O -0 _1_191
meg G-t:

=0, “1-0.] -0 -1-0] [-0:+0/+8+00 1+20,+07+G.g | [0 O
A mellékatlo kifejezéseit a f6atlo kifejezéseibe behelyettesitve kapjuk: 1-2g, =0, illetve

[1_90 =0 }F—_ 90 — 0o }:{ 1_290"'93"'9091 _go+gg+go+gogl}:{o O}

1+29, =0, amibdl: g, =0.5 és g, =—0.5. Ellendrzésképpen:
05 -0505 -05| |0 O
05 -05]05 -05| |0 Of
3. Példa: Hatarozzuk meg [A—GC]| sajatértékeit a 2. Példa eredményének felhasznalasaval:

A-05 05

det[Al — A+ GC]=0=det
-05 A+05

} =(1-05)(A1+0.5)+0.25= A2 ~0.25+0.25=0.

Mindkét sajatérték nulla.
Megjegyzés:

1. Ez a tulajdonsag altalanosan igaz véges 1épésben konvergalni képes rendszerek esetében.
2. Az ilyen rendszerek atviteli fliggvénye olyan (elfajuld) raciondlis tortfliggvény, amelynek
valamennyi po6lusa az origdban van:

Caytag,Z+ay,z ..tz

H(z)=az'+a,z%+.+a,2 " = : (8)
z
Ezek az Gn. véges impulzusvalasza (FIR) szlirdk. (8) idétartomanybeli megfeleldje:
y(n)=ax(n-1)+a,x(n-2)+...+a,Xx(n—N), 9)

ahol a valds idejli kiszamithatosag miatt csak x(n) korabbi mintai szerepelhetnek.

3. A 3. példaban a sajatértékekre vonatkozo feltétel felhasznalhato a g,és a g, értékek
meghatarozasara:

A-1+g, 9o

det[Al - A+GC]=0= det{
g, A+1+0,

}:lz"'ﬂ(go"'gl)"‘go -0, -1=#=0
Ebbél: g,+9,=0,ill. g,—g, =1, amibdl: g, =0.5 és g, =-0.5.
Megfigyelés zajos csatorna esetén: Ebben az esetben nem g(n)———>0az elvardsunk,

hanem E[g(n)e’ (N)]————min legyen. Ezzel a hibarendszer (6) allapotegyenletét az
Ele(n+1)&" (n+1)]=FE[e(n)e" (N)]F' (10)
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Osszefiiggés valtja fel. Ez a hiba-matrix kdzponti szerepet kap a hires Kalman prediktor, ill.
szlrd esetében. (R.E. Kalman vilaghirti, Svajcban €16, magyar szarmazasu tudos.)

Megjegyzések:

1. A 2. 4bran lathato elrendezés mindkét modellje ,,gerjeszthetd” egy kozos gerjesztéssel.
Mivel a modellek linearisak, a szuperpozicidé értelmében a megfigyelé konvergenciaja
valtozatlanul megvaldsul.

2. A 2. abra szerinti megfigyeldt Luenberger megfigyelonek nevezziik. Luenberger Szerint
majdnem minden rendszer megfigyeld. A megfigyeld tulajdonsag feltétele, hogy a
megfigyel legyen ,,gyorsabb”, mint a megfigyelt rendszer, kiilonben nem képes kovetni a
valtozasokat.

3. Egy ellenallas- vagy impedancia-mér6 hid ismeretlen elemet tartalmazo hidaga a valosag
fizikai modellje, a kiegyenlitd elemet tartalmaz6 aga pedig a megfigyelében felépiild,
beallithaté/hangolhatdo modell. A hidagak osztopontjan megjelend fesziiltségek kiilonbsége
vezérli a hangolast, €s a végén a két fesziiltség megegyezik, a bedllithat6 elemrdl leolvasott
érték segitségével meghatarozhaté az ismeretlen. Ez az aramkor, a hangolast végzo
operator részvételével megvaldsitja a megfigyeldt.

A zajos csatorna modellezése: Véletlen események leirdsara valdsziniiségi valtozokat, ill.
sztochasztikus folyamatokat hasznalunk. Az x(w@) valdszintiségi valtozo egy olyan fiiggvény,

amely a valoszinliségi eseménytér @ eseményeihez valds szamokat rendel. A wvéletlen
jelenségekbdl szarmazod mintadkbol hisztogramot készitve megkapjuk a valoszinliség
stiriiségfliggvény statisztikai jellemzését (lasd 3. abra). Ha a hisztogram felbontdsat minden
hataron tal finomitjuk, és végtelen szamu kisérletet végziink, akkor megkapjuk az un.
valosziniiség stiriségfiiggvényt. Ennek integralja, azaz a gorbe alatti teriilete egy adott u-ig

terjedden
u

F(u)= [ f(v)dv=P(x<u), (12)
az un. eloszlasfiiggvény, ami megmondja mennyi annak valosziniisége, hogy a valosziniiségi
valtozo értéke U-nal nem nagyobb. Az X(t,w) sztochasztikus folyamat egy olyan fliggvény,
amely a valdszinliségi eseménytér @ eseményeihez valos idéfiiggvényeket rendel (lasd 4.
abra). Ezen fiiggvények adott idOpontbeli (pl. t;) értékei egy valdszinliségi valtozot
reprezentalnak.

3. A dontéselmélet alapjai
Példa: detektalas radarral. Bindris vagy kéthipotézises dontés. A mérési eljaras blokkvazlatat
az 5. éabran lathatjuk. A csatorna zajos, ugyanarrdl a jelenségrél rendre eltérd értéki
megfigyeléseket kapunk. El kell donteniink, hogy a dontés soran a két lehetséges hipotézisbol
melyiket fogadjuk el:

H, hipotézis: az (ellenséges) objektum nincs jelen.

H, hipotézis: az (ellenséges) objektum jelen van.
Lehetséges hibak:

Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valoszintisége P,, (miss probability),

Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valoszintisége P- (false alarm probability).

A dontéshez eldzetesen felvesszilk a megfigyelések hisztogramjat, és abbol kozelitdleg
eléallitjuk az f(Z|H o) ¢s f(Z|Hl) feltételes stirtiségfiiggvényeket. A feltétel egyik vagy
masik hipotézisnek megfeleld viselkedés. (Vegyiik €szre, hogy ez egy tanulasi fazis.) A két
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strtiségfiiggvény egymashoz valdé viszonyat a 6. adbra mutatja be. Keressiik a dontési
kiiszobot. Az ehhez alkalmazhatdo konkrét stratégia a rendelkezésre allo informacio
fliggvénye.

Kéthipotézises Bayes dontés:
Feltételei: 1. Ismerjiik az un. a priori valosziniiségeket: H, > P, és H; > R,.
2. Ismerjiik a csatornakarakterisztikékat: f(z]H ) és f(z[H ).
Definidljuk a koltségeket:
C,; annak a koltsége, hogy az i-edik hipotézist fogadtuk el, holott a j-edik igaz.
Ertelmezziik a bekovetkezési valosziniiségeket:
P(Hi|Hj) , ahol az i index a feltételezett hipotézis, a j index pedig a
bekdvetkezett kimenetel azonositoja.

A cél: az atlagos kockazat (risk)/koltség (cost) minimalizalasa:

R= CoopoP(Ho|Ho) + C10P0P(H1|Ho) + C01|31P(H0|H1) + C11P1P(H1|H1) (12)
Vegylik észre, hogy az elsd két tag esetében a Hp hipotézisnek megfeleld kimenetel
kovetkezett be, mig a masodik ketténél a Hy szerinti. A kifejezés minimumat a dontési kiiszob

értékének alkalmas megvalasztasaval érjik el. Jelolje Z; az elfogadas tartomanyat. Erre
vonatkozdan hatdrozzuk meg a bekdvetkezési valdszinliségeket az alabbiak szerint:

P(Hi\Hj)=jf(z\Hj)dz, (13)
ezzel (12)

R=CyoP, [ f(2Ho)dz+CyoP, [ f(2Ho)dz+CyiP, [ (z[H,)dz+CyP, [  (zH,)dz. (14)
Z, Z, Z, Zy

Mivel a két elfogadasi tartoméany egyiittesen lefedi a teljes eseményteret, ezért a
stirliségfiiggvények integraljai az egyik elfogadési tartomany felett megegyeznek az egység és
a masik elfogadasi tartomany feletti integralok kiilonbségével. A Z; feletti integralokat
lecserélve Zo feletti integralokkal (14) a kovetkezo alakban irhato:

R =CyoPy +CyiP, + Py(Coo —Cyo) [ F(2]H)dz+ B (Co, ~Cy) [ F(2]H, )dlz. (15)
ZD ZO
Tegyiik fel, hogy C,,>C,,, és C,, >C,,, tovabba tekintsiik a dontési kiiszob helyét a (15)
Osszefliggésbeli egyvaltozos integral fliggvény fiiggetlen valtozojanak. E szerint a valtozo
szerint keresve (15) szélséértékét azt kapjuk, hogy az atlagos kockézat minimuma a z valtozo
azon értékénél (a keresett dontési kiiszobértéknél) van, amelyre

Po(Clo _Coo) f (Z|Ho) = Pl(C01 _Cll) f (Z|H1) . (16)
A (16) alapjan kiadodd dontési kiiszobértéktol akar jobbra, akar balra eltérve a (15) szerinti
atlagos kockazat novekedni fog. Ennek belatdsat segiti, ha a (16) Osszefliggést z
fliggvényében abrazoljuk, és megvizsgaljuk a (15) Osszefiiggésbeli integralok alakulasat
annak feltételezésével, hogy kiiszob a kijelolt értéktél jobbra vagy balra eltér. A (16)
Osszefliggés atirasaval kapjuk:
f(Z|H1) — Po(clo_coo) _
f (Z|Ho) Pl(cm - Cll)

7, (17)
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azaz a dontési kiiszob értékénél a két feltételes stirliségfiiggvény hanyadosa egy elére adott

konstans. (A (17) Osszefiiggésben z a dontési kiiszob értékét veszi fel.) Ha az aktualisan
megfigyelt értéket behelyettesitjiik a

f(ZHy)
M2)= f(H,)’

un. ,likelihood” arany fiiggvénybe, és ha A(z) >7, akkor a dontés Hy ha A(z) <7, akkor a
dontés a Hy. Tomoren irva:

(18)

H,

A(2) Z n (19)

Ho

Ez az tn. Bayes dontési szabaly vagy likelihood arany teszt.
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