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4. A becsléselmélet alapjai (A legkisebb négyzetes hibaju becslés ismétlése)

Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék: nincs eldozetes ismeretiink sem a mérendd
paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikarol (a zajrol). Tegyiik fel, hogy a megfigyelési
egyenlet linearis: z=Ua+n. Feltételezziik, hogy az a paraméter 4 értéket vesz fel, és
felallitjuk a megfigyelés modelljét: U4 . A megfigyelést ezzel dsszevetve keressiik a legjobb
beallitasat négyzetes hibafiiggvény feltételezésével:

C(a,d)=(z-Ud)'(z-Ud)=z"z-z'Ua-4a'U"z+4'U'Ua=17"z-24a'U"z+4a'U"U4
(68)

aC(a,4)

melynek szélséértékét (minimumat) keressiik: =0 feltétel vizsgalataval. (68)

a=4q

derivalasaval —2U "z +2U U4 =0, amivel:

4 =[UUT'U"z (69)

Megjegyzések:

1. A derivalt helyességét egyszerlien leellendrizhetjiik, ha a (68) Osszefliggésben kijelolt
matrix-, ill. vektor-szorzasokat kifejtjiik, és azt kovetéen a derivalast komponensenként
végezziik el.

2. Altalanositott/salyozott négyzetes kritériumot is hasznalhatunk, ha bevezetink egy Q
négyzetes stilyozé matrixot: C(a,d) =(z—-U4)' Q(z-U4), (70)
amivel

4, =[U'QUI'U'Qz| (71)

3. Ha Q=x", akkor a (66) 6sszefiiggés szerinti Gauss-Markov becslét kapjuk, tehat a GM

becsld egy stlyozott legkisebb négyzetes hibaju becsld, ahol a stulyozast a megfigyelési zaj
kovariancia matrixanak inverze adja.

4. Ha n nulla varhaté értékli, Gauss eloszlasu fehér zaj vektor, akkor azt n~ N(O, ol )-Vel

jeloljik. Ezzel 6sszhangban &, ~ N (a, o’ [U QU Tl), mert z Gauss eloszlasu vektor, és
4,5 pedig ennek a vektornak linearis transzformaltja.
Példak:
1. Legyen az illesztendd modell a diszkrét id6index polinomja:
X, =8, +an+a,n’ +..+a,n" +w,,

ahol w, az additiv megfigyelési zaj n-edik idopillanatbeli értéke. Matrixos alakban:

LT o .. 0 I .
X" 1 1 1 .1 ° W°
z=| . |=|1 2 4 .02 eti + . [=Ua+n,la=[U'UT"U"z
3 S
1 N-1 (N2 (N2 T "

2. Legyen az illesztend6 modell az idében diszkrét Fourier sorfejtés:
M 27Kn M . 27Kn
Xa =D 8y cos= =+ >...bsin BV

Megjegyzés: most DC komponenst nem illesztiink. Matrixos alakban:
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i &
1 1 a,
27K . 27K
X, CoOS—— sin — W,
N N
X a W
z=| ' = cos% smﬂ "1+ ' [=Ua+n
N N b, :
Xn-1 : : b, W
cosz—”(N ~1) sin 2—”(N -1) :
L __bM_
a =[U'UT'U"z
. 2 2 —N-1 27 ~ 2 «—N1 . 27
Mivel most (UTU) ™" =—=1, ezért 4, =— X C0S—kn , b, =— X sin =—kn.
( ) N k N Zn:o n N k N Zn:o n N

Megjegyzés: A kovariancia matrix, ha a zaj Gauss eloszlasu és fehér:
2
C, =a2uTul =<2
. N
3. Kis modositassal a (72) dsszefliggéssel megadott (lasd még a 17. adbrat) mozgd atlagolod
(FIR sziird) arra az esetre, amikor a gerjesztés belép6 fliggvény, tehat X, =0, ha n<O0:

P-1 . ,
Y, = Zk=0 X, +W,, amitaz=Ua+n alakban felirva:

X, 0 0
Yo X X, 0 % Wo
= %1 =X, X X - 0 a1 + V\:I1 Jas =juTul'uz
' : : :ooe 0 ' '
Yua _XN—l Xy Xy o XN—P_ T M

Megjegyzés: A kovariancia matrix, ha a zaj Gauss eloszlasu és feher: C, =c’[U'UT". A
(73)-(76) osszefliggések itt is felirhatd azzal, hogy {Xn} belépd sorozat, amit az atlagolasoknal
figyelembe kell venni.

4. Linearis modell szines Gauss zaj esetén: z=Ua+n, n~ N(0,C), vagyis a zaj kovariancia

matrixa nem lesz diagonalis matrix. Az un. fehéritési eljarast alkalmazzuk: mivel C pozitiv

definit, ezért létezik olyan invertalhaté D matrix, amellyel: C*=D'D. Ezzel a D
matrixszal megszorozva a megfigyelési zaj vektorat:

E[(Dn)(Dn)' 1=E[Dnn'D"]=DCD' =DD*(D")"'D" =1,
vagyis a zaj kifehéredik, és egységnyi variancidju lesz. Ha megfigyelési egyenlet egészét
transzformaljuk a D matrixszal, akkor:
Z’=Dz=DUa+Dz=Ua+n".Itt N"=Dn~N(0,1).
Ezzel a problémat visszavezettiik a fehér zaj esetére:
a,=[U"UTW zZ=[U'D'bUl'U'D'Dz=[U'CUT'U'C"z, Cs. =V Tc'utrt.
5. Linearis modell ismert komponens esetén: az s jelkomponens ismert: z=Ua+s+n.
7'=7-s bevezetésével: 4, =[U'U]'U" (z-s), fehér zaj esetén: Cy, = o’[U'UT™.

Példa: x, = A+r" +w,_ . Itt A egy ismeretlen konstans, r pedig egy ismert konstans:
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Xo 1 W,

X 1 r W, ~ _ ~ 2
A e I N e ,A=%Z:_Ol(xn—r“), var{A}:%,

Xuq| |1 N wy,

ha a zaj Gauss, ¢€s fehér.

5. Modellillesztés

A legkisebb négyzetes hibdju becslok esetén nincs eldzetes ismeretlink, valdjadban modellt
illesztettliink. A becslés varianciajat akkor adtuk meg, amikor az additiv megfigyelési zajrol
tudtuk, hogy Gauss eloszlasu és fehér. Lattuk, hogy szines zaj esetén milyen moddszerrel
vezethetjlik vissza az illesztés problémajat az alapesetre.

A modellillesztés problémaja meglehetdsen szerteagazo. EQyik klasszikus valfaja a regresszid
szamitas.
Regresszio-szamitas: fiiggd ¢és fiiggetlen valtozok kozotti kozvetlen, determinisztikus

kapcsolat meghatarozdsa, a modellillesztés egy specialis esete. A 18. abran lathato
elrendezésben a modellezend6 y=g(u,n) fiiggvény kétfajta fiiggetlen valtozoval

rendelkezik: az egyiket u(n) jeloli, amelyet ismeriink és ,kézben tudunk tartani”, a masik,
amelyiket n(n) jeloli, amely ismeretlen, kézben nem tarthatd, tipikusan zajfolyamatnak
elképzelt/modellezett folyamat.

Megjegyzések:

1. A tovabbiakban az argumentumként szerepld kis ,,n” nagyon gyakran az iteracids 1épést
azonositja vagy diszkrét idéindex, amely ekvivalens médon tényleges indexként is
megjelenik idonként. Ennek megfeleléen u(n) =u,, ill. y(n) =y, egyenértékiiek.

2. A kis ,,n” kettds hasznalata senkit se zavarjon, a kiilonbség egyértelmii: argumentumként,
ill. indexként diszkrét (,,id6”) index, 6nalldoan pedig zajfolyamatként interpretaljuk.

A modellezéshez egy altalunk kézben tartott, tipikusan paraméterek segitségével mdodosithato

(,,hangolhat6™) y=(¢(u) figgvényt hasznalunk. A cél egy olyan ,beallitas” elérése, amely

valamilyen értelemben optimalis. Tipikusan négyzetes kritériumot haszndlunk:

e=E{y-9)"(y-9)} (78)

Regresszio-szamitas teljesen specifikalt statisztikai jellemzokkel: ha ismerjik u és y
f(u,y) egyiittes valosziniiség stiriség fliggvényét, akkor a feladat Bayes becslési probléma,

melynek megoldasa az a posteriori varhato érték:

6(u) = Efyjuf (79)
Az [u,g(u)] gorbe az y valtozd u-ra vonatkoztatott regresszios gorbéje. Ha a bemenet vektor,

akkor regresszios feliilet.

Regresszio-szamitas részben specifikalt statisztikai jellemzdékkel: nem ismerjiik az
egylittes eloszlast, csak véges szdmlil momentumat.

Linedris regresszio: Az illesztend$ fiiggvény a §(u)=a,+au skaldr linearis fiiggvény,

melynek paraméterei ugy valasztandok meg, hogy E{(y— Q(U)Z} minimalis legyen. Legyen
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ismert gy, HyyCy, Oy Py ahol az utobbi a normalizalt kereszt-kovariancia fiiggvény:
_Elu-s)(y—uy)
0,0,
e=E{(y—a,-au)’|=Ely*|+aZ +a’E{u*}- 2a,E{y}- 2a,E{uy} - 2a,3,E{u} (80)
Osszefliggés a, és a, szerint:
o€

. Minimalizaland6 az

a—=2a0—2,uy +2a,4, =0, ahonnan a, = u, —a,u,, amit (81)
aO
88_5 =2a, (o} + u}) - 2(po,o, + p,p1,) + 28,14, =0 kifejezésbe behelyettesitve
G
A Oy 4 Oy
a'0 ::uy —H P alzp_
o, o, (82)

Megjegyzések:

1. A (82) osszefiiggés szarmaztatasakor felhasznaltuk, hogy E{(u — ,uu)2}= ol = E{uz}— e,
valamint E{(u— 4, )(y - a,){= E{uy}— s,
2. A (80) 0Osszefliggésbe behelyettesitve var{y— @(u)}: 0'5 (1-p), ez az érték a hiba

varianciaja. Erdemes megvizsgalni a viszonyokat a 0< p <1 paraméter fiiggvényében. Ha
a kereszt-kovariancia nulla, akkor egy fekvé egyenest kapunk, a kimenet legjobb becsldje a
bemenettdl fiiggetleniil a mért értékek varhato értéke. Ha a kereszt-kovariancia 1 (100%),
akkor y csak u-tol fligg, azaz a zajtol (n-t61) nem.

3. A linedris regresszi6 feladatanak egyfajta altalanositdsa az in. polinomialis regresszio:

6= au", (8)

amelynek fontos tulajdonsaga, hogy paramétereiben linearis. A paramétereiben linedris
modelleket azért kedveljiik, mert négyzetes hibakritérium esetén a szélsdérték-keresés
linearis egyenletrendszer megolddsara vezet, mivel a négyzetes kifejezések paraméterek
szerinti derivaldsa linearis dsszefliggést eredményez.

Linearis regresszio mérési adatok alapjan: a fenticket végigvihetjiik akkor is, ha nincsen
elézetes informacionk. llyenkor y, =a, +au, +w,, z=Ua+n, mint eddig.

yO X uo WO N-1
1 u |a W N -
= y:l o : :1 |: 0j|+ :1 ’ [UTU]= N1 Zn_(i I’21 U 7= Zn Oyn
. . . a‘l . anoun Zn Oun Zn o nyn
yN—l 1 uN—l W,\‘71

VI 1 N
{é }_ 1 WZMOU” __Zn —on WZn:O Y
a 1 <Ny 1ena V|1 N 1 1 o 1 '
ESTREESn & e S
Megjegyzés: Ebben az eredményben a (82) kifejezésben szerepld statisztikai jellemzok

becsldinek 0sszetevoit azonosithatjuk, és atalakitdsokkal - tipikusan az atlagtol valo eltérések
felirasaval - ezeket a kifejezéseket egymasnak teljesen megfeleltethetjiik. Tegyék meg!
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A regressziés séma altalanositasa: A 19. abran a modell-illesztést a regresszids sémat
kovetd moédon mutatjuk be. Az u bemenetre adott y valaszt szeretnénk valamilyen kritérium
szerint (az abran négyzetes értelemben) legjobban megkozeliteni a modell y valaszaval.
Erdekes Osszevetni ezt a sémat a megfigyeld sémaval (lasd 2. abra). Ehhez rajzoljuk at a 20.
abra szerinti formara. A nagyfokt hasonlosag egyértelmii: mindkét esetben modellillesztést
végziink. A megfigyeld séma esetén a paramétereket ismerjiik, és az allapotokat becsiiljiik,
mig a regresszids sémaban a modelliink ,allapotat” kézben tartjuk, €s a paramétercket
keressiik. Mindkét séma ,,parhuzamos” abban az értelemben, hogy a ,,bemend jelet” illetéen
parhuzamosan kapcsolédnak. A modell-illesztési probléma megragadhato6 ,,soros” formaban
is, amikor tulajdonképpen az Un. inverz-modellt illesztjiik (l4sd 21. dbra), amikor a bemenetet
az inverz-modell altal becsiiljiik. Ennek a megkozelitésnek hatranya dinamikus rendszerek
esetében a soros ,kapcsolas” eredd késleltetése, ezért az inverz-modellel ,,joslasra”
kényszeriiliink, ami sok nehézséggel jar.

Adaptiv linearis kombinator: Az altalanositott regresszios séma kapcsan az egyik gyakran
hasznalt modell-csaladot a 22. abra mutatja be. Ebben az u(n) diszkrét értéksorozatbol egy

XT(n) =[XO (n) x(n) ... Xy _1(n)] értéksorozatot allitunk elé eldszor, majd ezen értékek
linearis kombinacidjaként allitjuk eld6 az y(n) értéket. Az optimumkeresés soran a
WT(n)= [WO (n) w() ... wy, (n)] paraméterek legkedvezObb, minimalis négyzetes hibat
eredményezd beallitasara toreksziink. Minimalizaljuk az

£(n) = E{y(n) — X (MW (m)]" [y(n) - X" (W (n)]{=
= E{y" (n)y(n) - 20T (ME{X (n)y(m)}+WT MEX X (MW (n).  (84)

Vezessiik be a E{X(n)y(n)}=P, ésa E{X (X' (n)}: R jelolést! Ezzel a sz&ls6érték keresés

92(N) __5p 4 2RW(n) =0, amibs] az optimalis beallités: (85)

oW (n)
A (85) 6sszefiiggés az un. Wiener-Hopf egyenlet.

Megjegyzések:

1. A (85) osszefliggést visszahelyettesitve (84)-be:
Eun = EYT (0)y(n) - PTRP = E{y" (n)y(n)~P'W" (86)
£() = £y +IW () ~W T RW (0) ~W '] =, +VT (WRV (1), (87)

ahol V (n) =[W(n) =W ] az in. paraméterhiba vektora.

2. A (87) Osszefiiggés egyértelmiien mutatja a négyzetes hiba alakulasat a paraméterek, ill. a
paraméterhiba fliggvényében. A viszonyok illusztralasara a 23. dbra szolgal. A hibafeliilet
tetszOleges pontjaban a hiba csokkenés fajlagos mértékét a feliilet meredekségével
(gradiensével) mérhetjiik:

v(n) = oe(n)

oW (n)

A (88) Osszefiiggés kitiintetett szerepet kap az adaptiv eljarasokndl, ahol a hibafeliileten a
gradiens mentén ,,ereszkediink”.

= 2R[W (n) —W*]= 2RV (n) = 2(RW(n) — P). (88)

Példa: Legyen X' (n)= [sin(27zn/ N) sin(2z(n-1)/ N], azaz egy szinuszos hullamforma két
egymas utani mintaja. y(n)=2cos(2zn/N). Hogyan valasszuk meg a

W' (n) =[wy(n) wy(n)] (89)
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paramétereket ahhoz, hogy a kozelités négyzetes hibaja minimalis legyen? A R ¢és a P
matrixok a szinuszos, ill. koszinuszos hullamformak teljes (N>2) periodusra torténd
atlagolasaval szarmaztathatok:

0.5 0.5C0$2W” [ 0 ]
05c0s2% 05 >
cos(z—ﬁ)
Efsin?(27/N)}=Efsin?(27(n—1)/N)}=0.5, E{sin(2zn/N)sin(2z(n 1)/ N)} = ,
E{2sin(27/N)cos@2z/N)}=0, E{2sin(2z(n—1)/n)cos@z/N)}=—sin ZW”
27 2
0.5 —0.5c0s— PSP SEIVTY
R = 1 > - N | W =R*p= tan(27;/ N) (91)
0.25sin2 <% | —~0.5c0s == 05 . —
N sin(2z/N)
Megjegyzések:

1. Mivel szinuszos mintak linearis kombinacidjaval hiba nélkiil el lehet allitani koszinuszos
hullamformak mintait, ezért a példa szerinti esetben ¢, =0, azaz a 23. dbran a paraboloid
legalsé pontja érinti a paraméterek sikjat.

2. A példaban a (72) Osszefiiggéssel adott mozgd atlagot szamitjuk (lasd 24. abra) ismert
hullamforma mintéibol, P=1 esetet (azaz az ablak szélesség kettd, az utobbi, az adaptiv
linearis kombinatornal hasznalt jeloléssel az M=2 esetet) feltételezve. A teljes periodusra
torténd atlagolas megfelel annak, hogy mozgé atlag paramétereinek becslésekor N — oo .

_,sin(2an/N) _sin(2z(n—-1)/N)

3. XT(NW™ =2 2——" =2cos(2m/N).
tan(2z/N) sin(2z/N)
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