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4. A becsléselmélet alapjai (A legkisebb négyzetes hibaju becslés ismétlése)

Legkisebb négyzetes hibaju (LS) becslék: nincs eldozetes ismeretiink sem a mérendd
paraméterrdl, sem a csatorna karakterisztikarol (a zajrol). Tegyiik fel, hogy a megfigyelési
egyenlet linearis: z=Ua+n. Feltételezziik, hogy az a paraméter A értéket vesz fel, és
felallitjuk a megfigyelés modelljét: Ua . A megfigyelést ezzel Gsszevetve keressiik & legjobb
beallitasat négyzetes hibafiiggvény feltételezésével:

C(a,8)=(z-U4)" (z-Ud)=2"z-7'U4A-a'U"z+4'U'Ua=7"z-24'U"z+4a'U'UA
(68)

oC(a,4)

melynek szélséértékét (minimumat) keressiik: =0 feltétel vizsgalataval. (68)

a=4s

derivalasaval —2U"z+2U U4 =0, amivel:

as :[UTU]_luTZ (69)

Megjegyzések:

1. A derivalt helyességét egyszeriien leellendrizhetjiik, ha a (68) Osszefiiggésben kijelolt
matrix-, ill. vektor-szorzasokat kifejtjiik, és azt kovetden a derivalast komponensenként
végezziik el.

2. Altalanositott/stilyozott négyzetes kritériumot is hasznilhatunk, ha bevezetiink egy Q

négyzetes sulyozo matrixot: C(a,4d) =(z—-U4a)' Q(z-U4a), (70)
amivel

a =[U'QUIU'Qz| (71)

3. Ha Q=X akkor a (66) dsszefiiggés szerinti Gauss-Markov becsldt kapjuk, tehat a GM

becsld egy stlyozott legkisebb négyzetes hibaju becsld, ahol a stulyozast a megfigyelési zaj
kovariancia matrixanak inverze adja.

4. Ha n nulla varhaté értékii, Gauss eloszlasu fehér zaj vektor, akkor azt n~ N(O, o’ )-Vel

jeldljiik. Ezzel 6sszhangban & ~ N(a, o’ [UTQUF), mert z Gauss eloszlasu vektor, és
a,s pedig ennek a vektornak linedris transzformaltja.

Példak:

1. Linearis modell szines Gauss zaj esetén: z=Ua+n, n~ N(0,C), vagyis a zaj kovariancia

matrixa nem lesz diagonalis matrix. Az un. fehéritési eljarast alkalmazzuk: mivel C pozitiv

definit, ezért 1étezik olyan invertalhato D matrix, amellyel: C*=D"'D. Ezzel a D
matrixszal megszorozva a megfigyelési zaj vektorat:

E[(Dn)(Dn)' ]=E[Dnn'D"]=DCD' =DD*(D")™'D" =1,
vagyis a zaj kifehéredik, és egységnyi variancidju lesz. Ha megfigyelési egyenlet egészét
transzformaljuk a D matrixszal, akkor:
Z’=Dz=DUa+Dz=U4a+n".Itt n"=Dn~ N(0,1).
Ezzel a problémat visszavezettiik a fehér zaj esetére:
4, =[U"UT'U"Z=[U'D'DUI'U'D'Dz=[U'C™UI'U'C"z, C, =[U'CUT".

2. Linearis modell ismert komponens esetén: az S jelkomponens ismert: z=Ua+s+n.
2'=17-s bevezetésével: 4, =[UTUTUT (z-5s), fehér zaj esetén: Cis =c?[UTU] ™.
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3. Példa: x, = A+r"+w, . Itt A egy ismeretlen konstans, r pedig egy ismert konstans:

X, 1 1 W,

X, 1 r 7 P \ ol
z=| = A+ - ,Azﬁznzo(xn—r),var{A}:W,

Xn-1 1 e Wi

ha a zaj Gauss, és fehér.

4. Mozgob-atlag (Moving Average: MA) paraméterek becslése: Az {yn}, n=0,1,...,N-1,
diszkrét értéksorozat (,,kimendjel”) elemei egy csuszo6 ablakon keresztiil lathato {Xn} diszkrét
értekek (,,bemendjel”) linedris kombinacidjaként allnak elo:

P-1
yn = Zak Xn—k ) (72)
k=0

Keresettek az {ak} silyozo egyiitthatok. A megfigyelés linearis: z=Ua+n; z,=Yy, +n,,
n=0,1,....N-1, z'" =[z,z,...2,,], &' =[a,,8,,....,_,]. A legkisebb négyzetes értelemben
optimalis paramétereket a (69) Osszefliggés adja. Az el6z0 oOrai példaval ellentétben itt a
bemendjel nem belépd, ezért a cstiszd ablakon keresztiil ,,negativ indexi” mintak is latszanak.
Erdemes megvizsgalni, hogy mi az informaciotartalma az [U U] matrixnak, illetve az Uz

vektornak. Ehhez irjuk fel az U U matrixot diadikus szorzatok dsszegként:

2
Xo Xy e Xy Xo X4 e Xp X, Xy Xhq e X Xspa
N-1 N-1 2
X4 Xy e XN Xy Xo e Xop =ZX XTZZ X1 Xy X\ v X Xnspa
: : : : neon : : : :
. . n=0 n=0 .
2
Xip Xop o Xyp [ Xnaa Xz o0 Xyop XipaXn  XopaXpg - Xn-p+1
(73)

A (73) 6sszefiiggésben X! =[x, X, - X _p.]
Figyeljik meg, hogy (73) egy olyan matrix, amelynek elemei (alkalmas normaldssal
kiegészitve) az {X, } diszkrét értéksorozat autokorrelacio értékeit becslik:

. N-1
Ry (k= p) =%an_kxn_p  kp=0,1,...,P-1. (74)
n=0

Hasonloképpen felirva az U 'z vektort:

ann
N-1 X .z
Urz=>| """ (75)
n=0 :
Xn—P+1Zn

(75) egy olyan vektor, amelynek elemei (alkalmas normalassal kiegészitve) az {Xn} €s {Zn}
diszkrét értéksorozatok keresztkorrelacio értékeit becslik:

N-1
sz(k)=%2xn_kzn, k=01, ...,P-1. (76)
n=0

Jelolje IQXX a (74) osszefiiggés szerinti elemekbdl allo matrixot, IQXZ pedig a (76) Osszefiiggés
szerinti elemekbdl all6 vektort:
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é‘LS = ﬁ;xl sz (77)

Megjegyzés:

1. A (77) osszefiiggés természetesen minddssze egy formalis atiras a példa szerinti viszonyok
esetére, de a késdbbiekben latni fogjuk ennek 1étjogosultsagat.

2. Ezen a ponton formdlisan befejezziik a becsléselmélet alapjainak targyalasat, de a
folytatas, mint latni fogjuk, rendre ,,mérésekrdl”, azaz jelenségek, ill. azok paramétereinek
¢s allapotainak megragadasardl szol, aminek konkrét eszkozei tipikusan becslési eljarasok
lesznek.

P
3. Valos idejt kiértékelés igénye esetén a (72) dsszefliggés helyett a y, :z:akxn_k forméat

k=1
hasznaljuk, mert a szamitasok elvégzéséhez egy iitemnyi id6 mindenképpen sziikséges.

5. Modellillesztés

A legkisebb négyzetes hibdju becslok esetén nincs eldzetes ismeretiink, valojaban modellt
illesztettiink. A becslés variancidjat akkor adtuk meg, amikor az additiv megfigyelési zajrol
tudtuk, hogy Gauss eloszlasu és fehér. Lattuk, hogy szines zaj esetén milyen modszerrel
vezethetjiik vissza az illesztés problémajat az alapesetre.

A modellillesztés problémdja meglehetdsen szertedgazd. Egyik klasszikus valfaja a regresszio
szamitas.
Regresszio-szamitas: fiiggd ¢és fiiggetlen valtozok kozotti kozvetlen, determinisztikus

kapcsolat meghatdrozdsa, a modellillesztés egy specialis esete. A 18. abran lathato
elrendezésben a modellezend6 y=g(u,n) fliggvény kétfajta filiggetlen valtozdval

rendelkezik: az egyiket u(n) jeloli, amelyet ismeriink és ,kézben tudunk tartani”, a masik,
amelyiket n(n) jeloli, amely ismeretlen, kézben nem tarthatd, tipikusan zajfolyamatnak
elképzelt/modellezett folyamat.

Megjegyzések:

1. A tovabbiakban az argumentumként szerepld kis ,,n” nagyon gyakran az iteracids 1épést
azonositja vagy diszkrét iddindex, amely ekvivalens mddon tényleges indexként is
megjelenik idénként. Ennek megfeleléen u(n) =u,, ill. y(n) =Yy, egyenértékiiek.

2. A kis ,,n” kettds hasznalata senkit se zavarjon, a kiilonbség egyértelmii: argumentumként,
ill. indexként diszkrét (,,id6”) index, 6nalléan pedig zajfolyamatként interpretaljuk.

A modellezéshez egy altalunk kézben tartott, tipikusan paraméterek segitségével mddosithato

(,,hangolhat6™) §=¢(u) fiiggvényt hasznalunk. A cél egy olyan ,bedllitas” elérése, amely

valamilyen értelemben optimalis. Tipikusan négyzetes kritériumot hasznalunk:

e=E{y-9)"(y-9)} (78)

Regresszio-szamitas teljesen specifikalt statisztikai jellemzokkel: ha ismerjik U és Yy
f(u,y) egyiittes valoszinliség stirliség fliggvényét, akkor a feladat Bayes becslési probléma,

melynek megoldasa az a posteriori varhato érték:

4(u) = Efylu} (79)
Az [u,§(u)] gorbe az y valtozo u-ra vonatkoztatott regresszids gorbéje. Ha a bemenet vektor,
akkor regresszios feliilet.
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Regresszio-szamitas részben specifikalt statisztikai jellemzokkel: nem ismerjiik az
egylittes eloszlast, csak véges szdmlil momentumat.

Linearis regresszié: Az illesztendd figgvény a §(u)=a,+au skalar linearis figgvény,
melynek paraméterei Gigy valasztandok meg, hogy E{(y—@(u)z} minimalis legyen. Legyen
ismert  4,,u,,0,,0,,p, ahol az utébbi a normalizalt kereszt-kovariancia fliggvény:
_Elu-m)(y- 4
0,0,
=E{y—a,—au)’|=Ely’}+a} +a’Elu’ |- 2a,Ely}-2a Eluy} - 23,8, Efu} (80)
Osszefiiggés a, ¢és a, szerint:

. Minimalizaland¢ az

5_5 =2a,—2u, +2a,4, =0, ahonnan a, = 4, —a,u, , amit (81)
aO
g_g =2a,(0] + 1) — 2(po,0, + i, 1,) + 28,14, =0 kifejezésbe behelyettesitve
a
A Oy 4 Oy
d, :/uy_:uup_’ Q=p—
o, (o (82)

Megjegyzések:

1. A (82) osszefiiggés szarmaztatasakor felhasznaltuk, hogy E{(u - ,uu)z}z ol = E{uz}— uz,
valamint E{(U — 24, )(y — 2, )= E{uy}— 4,11, -
2. A (80) osszefliggésbe behelyettesitve var{y — @(u)}z 0'5 (1-p), ez az érték a hiba

varianciaja. Erdemes megvizsgalni a viszonyokat a 0< p <1 paraméter fiiggvényében. Ha

a kereszt-kovariancia nulla, akkor egy fekvé egyenest kapunk, a kimenet legjobb becsldje a
bemenettdl fliggetleniil a mért értékek varhato értéke. Ha a kereszt-kovariancia 1 (100%),
akkor y csak u-tol fiigg, azaz a zajtol (n-t6l) nem.

3. A linedris regresszi6 feladatanak egyfajta altalanositasa az in. polinomialis regresszio:

@(u)=2akuk, (83)

amelynek fontos tulajdonsaga, hogy paramétereiben linearis. A paramétereiben linearis
modelleket azért kedveljiikk, mert négyzetes hibakritérium esetén a szélsdérték-keresés
linearis egyenletrendszer megoldasara vezet, mivel a négyzetes kifejezések paraméterek
szerinti derivalasa linearis Osszefiiggést eredményez.

Linedris regresszié mérési adatok alapjan: a fentieket végigvihetjiik akkor is, ha nincsen
eldzetes informacionk. Ilyenkor y, =a, +au, +w,, z=Ua+n, mint eddig.

Yo 1 u, Wo

N-1
7= 3{1 — 1 u:1 |:a0:|+ V\:I1 ’ [UTU]_[ ’:\11 ZR‘% 2] U ZI: Zn Oyn ]
) ) ) ) anoun Zn =0 N Zn =0 Uy Yn

Yna 1 uy, Wy
1 1 - 1 -
{éo} 1 Sl i Dot | N Lo
o) 2 1 1 ~ .
Al Lo, _(12 - j S A DAY
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Megjegyzés: Ebben az eredményben a (82) kifejezésben szerepld statisztikai jellemzok
becsléinek dsszetevdit azonosithatjuk, és atalakitasokkal - tipikusan az atlagtol valo eltérések
felirasaval - ezeket a kifejezéseket egymasnak teljesen megfeleltethetjiik. Tegyék meg!

A regressziés séma altalanositasa: A 19. abran a modell-illesztést a regresszids sémat
kovetd modon mutatjuk be. Az u bemenetre adott y valaszt szeretnénk valamilyen kritérium
szerint (az abran négyzetes értelemben) legjobban megkdzeliteni a modell y valaszaval.
Erdekes Osszevetni ezt a sémat a megfigyelé sémaéval (lasd 2. abra). Ehhez rajzoljuk 4t a 20.
abra szerinti formara. A nagyfokt hasonlosag egyértelmii: mindkét esetben modellillesztést
végziink. A megfigyeld séma esetén a paramétereket ismerjiik, és az allapotokat becsiiljiik,
mig a regresszidos sémdban a modelliink ,allapotat” kézben tartjuk, és a paramétereket
keressiik. Mindkét séma ,,parhuzamos” abban az értelemben, hogy a ,,bemend jelet” illetéen
parhuzamosan kapcsolédnak. A modell-illesztési probléma megragadhato ,,soros” forméaban
is, amikor tulajdonképpen az in. inverz-modellt illesztjiik (Iasd 21. abra), amikor a bemenetet
az inverz-modell altal becsiiljiik. Ennek a megkozelitésnek hatranya dinamikus rendszerek
eseteben a soros ,kapcsolds” eredd késleltetése, ezért az inverz-modellel ,,joslasra”
kényszeriiliink, ami sok nehézséggel jar.

Adaptiv linearis kombinator: Az altalanositott regresszios séma kapcsan az egyik gyakran
hasznalt modell-csaladot a 22. abra mutatja be. Ebben az u(n) diszkrét értéksorozatbol egy

X" (n) :[Xo (n) x(n) ... XN—l(n)] értéksorozatot allitunk eld elészor, majd ezen értékek
linearis kombinacidjaként allitjuk elé az y(n) értéket. Az optimumkeresés soran a
W' (n)=[w,(n) w,(n) ... w,,(n)] paraméterek legkedvezSbb, minimalis négyzetes hibat
eredményez0 beallitasara toreksziink. Minimalizaljuk az

&(n) = ELy(n) - X" (mWmI" [y(n) - X" (MW ()] }=
—E{y" (N)y(n) |- 20 (ME{X (n)y(n)}+WT (MEXMX (MW ().  (84)

Vezessiik be a E{X (n)y(n)}=P,ésa E{X (n) X" (n)}: R jelolést! Ezzel a széls6érték keresés

%¢(N) __op 4 2RW(n) = 0, amib] az optimalis beallitis: (85)

oW (n)
A (85) 0sszefiiggés az in. Wiener-Hopf egyenlet.

Megjegyzések:

1. A (85) dsszefliggést visszahelyettesitve (84)-be:
fma = EY (Y()}- PTRP=EYy" (n)y(n)}- P'W* (86)
£(n) =&y +IW () =WT RIW(n) -W']= £, +V T (MRV(n), (87)

ahol V (n) =[W(n) =W ] az Gn. paraméterhiba vektora.

2. A (87) 0sszefiiggés egyértelmiien mutatja a négyzetes hiba alakuldséat a paraméterek, ill. a
paraméterhiba fiiggvényében. A viszonyok illusztralasara a 23. dbra szolgal. A hibafeliilet
tetszoleges pontjdban a hiba csokkenés fajlagos mértékét a felillet meredekségével
(gradiensével) mérhetjiik:

V(n) = oe(n)

oW (n)

A (88) Osszefiiggés kitiintetett szerepet kap az adaptiv eljarasokndl, ahol a hibafeliileten a
gradiens mentén ,,ereszkediink”.

= 2R[W (n) =W"]= 2RV (n) = 2(RW(n) - P). (88)

Példa: Legyen X' (n) :[sin(27zn/ N) sin(2z(n-1)/ N], azaz egy szinuszos hullimforma két
egymas utdni mintdja. A regresszios vektor és a paraméter vektor ebben a példaban

5
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kétdimenzids. Itt most N azt jeloli, hogy a szinuszos hullamforma egy periddusa hany
mintabol all. y(n)=2cos(@2zn/N). Hogyan valasszuk meg a

W () =[w,(n)  w,(m)] (89)
paramétereket ahhoz, hogy a kozelités négyzetes hibaja minimalis legyen? A R és a P

matrixok a szinuszos, ill. koszinuszos hullamformak teljes (N>2) peridédusra torténd
atlagolasaval szarmaztathatok:

0.5 0.5C082W7[ 0
R= ,P=| 27| (90)
050052—7[ 0.5 s
N
cos(z—”)
Efsin?(27/N)|=Esin?(2z(n—1)/N)}=0.5, Efsin(2zn/N)sin(2z(n-1)/N)} = ZN ,
E{2sin(27/N)cos@z/N)}=0, E{25in(27r(n—1)/n)cos(27z/N)}=—sinZW”.
2 2
0.5 —0.5c0s— —
R—l:% - N W =RP = tan(27;/N) (91)
0.25sin2 <% | —~0.5c0s = 0.5 £
N N sin(2z/N)
Megjegyzesek

1. Mivel szinuszos mintak linearis kombindcidjaval hiba nélkiil eld lehet allitani koszinuszos
hulldmformak mintdit, ezért a példa szerinti esetben ¢,,, =0, azaz a 23. 4bran a paraboloid
legals6 pontja érinti a paraméterek sikjat.

2. A példaban a (72) Osszefliggéssel adott mozgd atlagot szamitjuk (lasd 24. abra) ismert
hullamforma mintaibol, P=2 esetet (azaz az ablak szélesség kettd) feltételezve. A teljes
periodusra torténd atlagolas megfelel annak, hogy mozgo atlag paramétereinek becslésekor
N —> o,

3. XT (MW" = 2sin(27zn/ N) _Zsin(27z(n -1/N)

tan(27z/N) sin(2z/N)

=2cos(2zn/N).

4. Mivel a linearis kombinator hiba nélkiil kdveti a kdvetendd jelet, azért a kozelités hibaja
Emin =0, azaz a hibafeliilet ,,leér” a paraméter sikra.
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