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6. Sziiréselmélet alapjai (folyt.):

Kalman sziiré vektoros esetben:
A rendszermodell: x(n)= Ax(n—1)+w(n—-1), a megfigyelés: y(n)=Cx(n)+n(n). Mind a
rendszer, mind a megfigyelési zaj vektor nulla varhato értékii és fehér. Korrelacido matrixaik:
Q(n) = E{w(n)w' (n)} (ez 1ép o2 helyébe), R(n)=E{n(n)n" (n)}, (ez 1ép o’ helyébe). Az
optimalis rekurziv sz{ir6

X(n) = AX(n-1) + K(n)(y(n) —CAX(n-1))

K(n)=P,(n)CT[CP(n)CT +R(N]™, ahol
P.(n)= AP(n—1)A" +Q(n—1) (165)
P(n) =P.(n) - K(n)CPR,(n) = (I - K(n)C)F,(n)
P.(n+1) = A(I -K(n)C)P,(n)A" +Q(n)

Itt K(n) a Kalman erdsités, P(n) a hiba kovariancia matrixa, B (n) pedig segédmatrix a
szamitasok egyszeriisitése céljabol.

Kalman prediktor vektoros esetben:
A rendszermodell: x(n+1) = Ax(n)+w(n), a megfigyelés: y(n)=Cx(n)+n(n). Mind a
rendszer, mind a megfigyelési zaj vektor nulla varhato értékii és fehér. Korreldcio matrixaik:

Q(n) = E{w(n)w' (n)} (ez1ép o helyébe), R(n) = E{n(n)n" (n)},
(ez1ép o helyébe). Az optimalis rekurziv prediktor:
X(n+1) = AX(n) + G(n)(y(n) —Cx(n)), (166)
és keressiik azt a G(n) matrixot, amely mellett a becslés
P(n+1) = E{[x(n+1) — k(N +D][x(n +1) - X(n+ D] }= E{e(n +1)e’ (n+1)} (167)

kovariancia matrixa minimalis. Képezziik (167) derivaltjat G(n) szerint. Az optimumot akkor
kapjuk, ha ez a derivalt nullaval egyenld:

POY _ oeqx(n+1) - K+ DI[y(n) - CRM) }=0. (168)
oG(n)

Ha a (168) osszefiiggésbe behelyettesitjiik a rendszermodell és a prediktor Osszefiiggéseit,
akkor:

E{[Ax(n) +w(n) — AR(n) — G(n)(Cx(n) +n(n) — CR(n))]I[Cx(n) + n(n) —CR(N)]" }=
= E{[(A-G(n)C)e(n) +w(n) ~G(mn(m][Ce(n) +n(n)]"}=
=[A-G(n)C]P(N)C" —G(n)R(n) =0

(169)
A (169) osszefiiggés felirasakor felhasznaltuk az alabbi elézetes ismereteinket:
Efe(mn’ (n)}=E{w(n)e’ (n)}=E{n(n)e’ (n)}= E{w(n)n" (n)}=0 (170)
A (169) osszefiiggésbol a keresett prediktor erdsités:
G(n)=AP(n)CT[CP(N)C" + R(n)] ™. (171)

A becslés (167) szerinti kovariancia matrixa:
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P(n+1) =[(A—G(n)C)e(n) + w(n) — G(n)n(n)][(A—G(n)C)e(n) + w(n) —G(n)n(n)]" =

=[A=G(n)CIP(N)[A-G(n)CT" +Q(n) +G(nN)R(N)G™ (n) . (172)
Megjegyzés: A (172) osszefliggés alapjan lathato, hogy a becslés kovariancia matrixa harom
hatas eredményeképpen alakul:

e A megfigyelé targyaldsakor megismert hibacsokkenté hatas az [A—G(n)C]
kontraktivitasdnak kovetkeztében, de most — a kritériumnak betudhatd moddon —
négyzetes formaban.

e A rendszerzaj kovariancia matrixa altal kozvetitett, statisztikai értelemben vett
hibandvel6 hatds, amely annak tudhatd be, hogy a w(n) diszkrét érték ,,perturbalja”
x(n+1) — az el6z6 allapot alapjan — josolt értékét.

e A megfigyelési zaj kovariancia matrixa pedig ugyancsak hibat novel statisztikai
értelemben, ami annak tudhato be, hogy az n(n) diszkrét érték ,,perturbalja” X(n+1) —

az el6z0 allapot alapjan — josolt értékét.
A (172) osszefiiggés irhatdo kompaktabb formaban, mert els6 tagjat kifejtve:
P(n+1)= AP(n)A" — AP(nN)C'G" (n) —-G(n)CP(n)A" + G(n)CP(n)C'G" (n) +

(173)
+G(N)R(N)G™ (n) +Q(n).

A negyedik ¢s az 6todik tag 6sszevonasaval, és (171) felhasznalasaval:

G(n)[CP(N)C" +R(N]G' (n) = AP(N)C'G(n), ami viszont kiejti (173) masodik tagjat. Marad
az els6, harmadik és hatodik tag, amibdl:

P(n+1) =[A-G(n)C]P(n)A" +Q(n) (174)
Osszefoglalva:
A rendszermodell: x(n+1) = Ax(n) +w(n), a megfigyelés: y(n)=Cx(n)+n(n). Az optimalis
rekurziv (in. Kalman) prediktor:
K(n+1) = AX(n) + G(n)(y(n) —CX(n))
G(n) = AP(n)CT[CP(N)CT +R(N)]™* (175)
P(n+1)=(A-G(n)C)P(n)A" +Q(n)

Mejegyzés: Az optimalis rekurziv becsld hasznalhaté modellillesztésre is. Az illesztett modell
tovabbra is az adaptiv linedris kombinator. Ilyenkor, hasznalva a korabbi jeloléseket, tovabba
feltételezve, hogy Q(n)=0, a (175) 6sszefliggés az alabbiak szerint alakul:

W(n+1) =W (n) +G(n)(y(n) — XT (W (n)) =W (n) +G(n)e(n) (176)
G(n)=P(n)X(MIX" (N)P(N)X (n) +R(n)]™ (177)
P(n+1)=(1-G(n)XT(n))P(n) (178)

ahol most P(n) a paraméterbecslés , kovariancia” matrixa: P(n)=E{V/(n)V' (n)}, X(n) pedig
a regresszios vektor. Erdemes visszalapozni a (108)-(121) sszefliggésekhez.

Megjegyzés:

Erdemes Osszevetni a 2. abran lathatdé megfigyeld modellt a 36. &bran lathaté Kalman
prediktorral.

1. Figyeljik meg, hogy a (172) 0Osszefiiggés elsO tagja nagyon hasonlit az (5)
Osszefiiggéshez, az eltérés csupan a négyzetes jelleg. Ertelemszertien itt is igaz, hogy a
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hiba csokkenéséhez a hibarendszer allapotatmenet matrixanak, az F(n)=A-G(n)C

matrixnak kontraktivnak kell lennie.
2. Ha a zajfolyamatok stacionariusak, akkor Q(n)=Q, R(n)=R.
3. Vegyiik észre, hogy a megfigyelt rendszer modellje hogyan épiil be a megfigyeldbe.

7. Modell-alapu jelfeldolgozas

A fejezet keretében modell-alapu jel-reprezentacios kérdésekkel foglalkozunk. Az alkalmazott
megkozelités 1ényege, hogy a jeleket az dket generalni képes modellekkel reprezentaljuk, €s
ezeknek a modelleknek a feltételezésével megfigyeldket készitiink. A keresett jel jellemzdk a
megfigyeld jellemz6ibdl kiolvashatok.

7.1. Az alapok felidézése

El6ljaroban a digitalis jelfeldolgozas legalapvetébb modszereit tekintjilk at. Ezek kozott
kiemelt szerepet kapnak a rekurziv atlagolasok.

- Egyszert 4tlagolés (lasd 37. 4bra):

R = 25900 = 5(01+0) =3y = )+~ () =50+ Ty ) -]

(179)
Vegylik észre, hogy itt A=C=1, G(n) = n—il .G(n)>0,han— o,
- Exponencidlis atlagolas (1asd 38. 4bra):
X(n+1) = ax(n)+by(n), (180)

ahol a és b konstansok. A frekvenciatartomanybeli viselkedés leirasara hasznalhaté a z-
transzformécio: zX ()= aX (2) +bY(z), amibdl kifejezhetd az exponencialis atlagold atviteli
fliggvénye:

X(z)y b bzt
Y(z) z-a 1-az*’
Ez egy alul-atereszté sziirG, amely, ha konstans jelet kap, akkor a tranziens lejatszodasa

kimenetén ugyanez a konstans jelenik meg. Ehhez pedig az kell, hogy (181) ennek
megfelelden legyen normalva, vagyis H(z) =1, ha z=1. Ezzel (181) behelyettesitési értéke

H(z) = (181)

& =1, vagyis a=1-Db. Ezzel a (180) Gsszefiiggés
X(n+1) = X(n)+b(y(n)—X(n)). (182)

Vegyiik észre, hogy itt is A=C=1, tovabba G(n)=b. Ennek megfeleléen ilyenkor a megfigyelt
Uj értéket egy konstanssal szorozzuk, ellentétben a linearis atlagolassal.
Megjegyzés: A (182) osszefiiggés felhasznalasaval:

%(0)=0, x(1) =by(0),

X(2) = x(1) +b(y(1) - x(1)) = A-b)by(0) +by(1),

R(3) = X(2) +b(y(2) - %(2)) = (1-b)*by(0) + (1-b)by(D) +by(2), (183)

A (183) Osszefiiggés alapjan, mivel 0 <b <1, a régebbi mintakat egyre kisebb sullyal vessziik
figyelembe.



Méréselmélet: 8. eloadas, 2014.04.02.

Megjegyzés: Az exponencialis atlagolas egy rogzitett savszélességli alulateresztd szlirésnek
felel meg. Hozzd képest az egyszerli atlagolas gy illusztralhatd, mint folyamatosan egyre
kisebb savszélességii alulateresztd sziird.

- Csuszo-ablakos (sliding window, moving average) atlagolas (lasd 39. abra):

=t ¥ Y= iD= Py ROy -yo-N] (189

k=n-N k=n—-N+1
Itt is A=C=1, de a becsatolas modja mas. Itt is tudjuk értelmezni az atlagold atviteli

5 5 1
fliggvényét, mert (184) z-transzformaltja: zX (z) = X (z)+ N (1-z2"")Y(2), amibsl:

_X(@) _z*
H(Z)_Y(z)_ N

1-z7"

= (185)

Megjegyzés:

1. 1-z ™V oszthatdo az 1—-z7 tényezbvel, az eredmény: 1+z ' +z72+...+2 Y ami azt
fejezi ki, hogy N egymast kdveté mintat adjunk Ossze.

2. A1-z"" tényezd gyokei az N-edik egységgyokok: Vi=z.

1. Példa: Egyszeri atlagolas, frekvenciatartomanybeli viselkedés:

. n n-1) . . 5 1+z7 . i
X(n+1) =%, illetve a z-transzformacioval: zX (z) = tz Y(2), ill. az atviteli
. ) -1 1+ 271 joT oz
figgvény: H(z)=z . Z=¢€""" helyettesitéssel:
- T jer
_ _ - " 2 2 L
HEe")=e" 1re ™ _gigr® P4 P iter @7 (186)
2 2 2

EbbSl az  amplitido-karakterisztika: ‘H (e"‘"T)\ = cos% , a fazis-karakterisztika:

p(w) = —ga)T , 8z T =k helyen, ahol k =+1,43,... 7 fazisugrassal (az el6jelvaltas miatt).

Lasd 40. abra.

2. Példa: Egyszer(i differencialés, frekvenciatartomanybeli viselkedés:
-1

. n)—y(n-1 . . 5 - . o1
X(n+1) :w, illetve a z-transzformacioval: zX(z) = 1-2 Y (z), ill. az atviteli
. 1477 jor iy
fiiggvény: H(z)=z2 . Z=¢'"" helyettesitéssel:
jor T
. . e i3 2 _ 2 . —i3eT -
HehTy=gor 178 7 _jpitr & 178 T jeiter g @1 (187)
2 2] 2
EbbSl az amplitadé-karakterisztika: \H G )\ =|sin % , a fazis-karakterisztika:

3
o(w) :%—Ea)T , 8z wT =k2x helyen, (ahol k =0,£1,%2,...) 7 fazisugrassal (az eldjelvaltas

miatt). Lasd 41. abra. (Vedd észre, hogy a faziskarakterisztika hibas, mert a fazisugras nem
n-nél van!)

3. Példa: Cstszo-ablakos atlagolas, frekvenciatartoméanybeli viselkedés:
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X(@) z*1-z27"

A (185) 0Osszefliggés szerint az atviteli fiiggvény: H(2) = = z=gel"
Y(z) N 1-z
helyettesitéssel:
_ _ gy NT ety NeT
ot e—j(uT 1_e—jNa)T e*JTwT e 2 _p 2 e’JT“’T 5
H(e ): —jaT = LT .ol = : (188)
N 1—e N 17 _17 N H a)T
. NoT
_ L[S
EbbSl az amplitado-karakterisztika: \H(erT)\=NT(1asd 42. 4bra), a fazis-
sin —
2

_ 2
karakterisztika: go(a)):—%aﬂ, az ol = kwﬂhelyen, (@hol k==£1+2..) ~«

fazisugrassal (az eldjelvaltas miatt), kivéve azokat a helyeket, ahol sin % is elgjelet valt.

7.2. Jelek reprezentacioja jelterekben
Jelterek: az euklideszi tér altalanositasai
- altalanositott tdvolsag > metrikus tér
- algebrai alapmiiveletek + linearitas > linearis tér
- norma (kapcsolat a metrikaval) > normalt linedris tér
- skalar v. belsé szorzat > (a,b)=a'b=b'a.

Linedris vektortér: bazisvektorok: ¢ ,m=0.1...,N —1. Ezekkel az x vektor reprezentacidja:

N-1
X=Y ) (189)
m=0

ahol {¢,.}, m=0,1,...,N-1, a baziselemekbdl készitett linearis kombinacié sulytényezdje.

Meghatérozasa:

N-1
(% 0,) =Dt (@n@,)  N=0,1,....N-1 (190)
m=0

egyenletrendszer megoldésaval.

Hasznos az un. reciprok bazis alkalmazasa: 6., m=0,1,...,N-1; (¢, ,0,)=7,,,, ahol
|4 ha m=n
™10 egyébként
Ezzel:
N-1
(x.6,)=> o, (9,6, vagyis a, =(x,6,), amivel
m=0
N-1 N-1
X= D (% 6,)0n = D (%0000 (191)
m=0 m=0

N-1
A bazis ortonormalt, ha (¢,,,®,) =0,,,, amivel x= Z(X, O )P -

m=0
Megjegyzés: ¢, =[0,(0),0,@),...0,(N-D]", ahol a zirojelben megadott indexek
értelmezhetdk diszkrét iddindexként.
Linearis tér: a bazisok folytonos fiiggvények, azaz ¢, > @, (t), 6, — 6,,(t) . Ezzel az x(t) jel
reprezentacidja:
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X(t)= Dy, (t). ahol oy, = (x(t), O(1)) (192)

m=0

(=)
Példa: Fourier sorfejtés: ¢, (t) =exp(j2zmt), 6, (t) =exp(—j22mt) , m=0,1,...,N-1.
Integral-transzformacié: a bazisoknal m szerint is végtelen finom felbontés, ill. végtelen
dimenzio: a bazisokbdl dsszedll egy kétvaltozos fliggvény, a sulyozod egyiitthatd helyére pedig
egy egyvaltozos fiiggvény 1ép. m — s, ilyenkor
X(t) = [a(s)p(t,s)ds () = [ x(D)O(s, )t (193)

S

T

integral-transzformacio parok.
Példa: Fourier integral: ¢(t,s) =1/6(s,t) =exp(j2st).
Megjegyzések:

1. Diszkrét integrator: a 43. abran lathato rendszer idotartomanyi leirasa:
-1

=z +z77%+....

R(n+1) = %(n) + y(n), dtviteli figgvenye: Z __

Egy ilyen rendszer a bemenetére adott értékeket az el6z0 0sszeghez adja. Figyeljiilk meg,
hogy az atviteli fliggvény atirasakor felhasznaltuk a mértani sor 6sszegképletét.

2. A Fourier integral hatasa: Az x(t) jelet szorozzuk az exp(—j2xf,t) komplex
exponencialissal, aminek hatdsara a jel spektruma balra tolodik f,-val. (Lasd 44. abra.) Az
integralas végtelen keskeny alul-ateresztd sziironek felel meg, amelynek kimenetén az f,
frekvencidnal érvényes spektrum-értéket kapjuk.

7.3. Megfigyelo jelfeldolgozasi feladatokra

Jelolés: {c,(n)}, {9, (n)} jeloli a bazis/reciprok bazis rendszereket, m,n = 0,1,...,N-1. A

mérendo jelrdl azt tételezziik fel, hogy a bazis-rendszer elemek linedris kombinacidjaként all
elo, és a bazisvektorok dimenzidjanak megfeleld mintabol allo diszkrét jel. A stlyozo
egylitthatokat bemenet nélkiili, diszkrét integratorokban tarolt értékek adjak. (lasd 45. ébra.)

Ezek az értékek a jelet generald hipotetikus rendszer x(n)=[X,(n) x,(n) - Xy, (M]
allapotvaltozoi. Ezek R(n)=[%,(n) K,(n) --- X, (M]" becsldjét megfigyelével allitjuk
eld. A hipotetikus jelgeneral6 rendszert leir6 egyenletek:
x(n+D)=x(n) y(n)=c(N)x(n); (194)
a megfigyeldt leird egyenletek pedig:
K(n+1) = x(n)+g(n)c’ (n)[x(n) —X(n)] (195)
A hibarendszer:
x(n+1) —k(n+1) = (1 —g(n)c’ (N))[x(n) —Kk(n)] (196)
x(n+1)—xX(n+1) = H(I —g(K)c" (K)[x(0) - %(0)] (197)
k=0
N 1épéses konvergenciat akkor kapunk, ha:
N-1
[T =gk (k) =0 (198)
k=0
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Ez viszont teljesiil, ha {c,(n)}, {g,,(n)} bazis/reciprok bazis part alkotnak (m,n = 0,1,...,N-

1), ugyanis minden olyan tag, melyben szerepel g(i)c' (i)g(j)c' (j), és i# j: nullat ad a
bazis/reciprok bazis elemek ortogonalitdsanak kdszonhetden, tovabba

]__[(l —g(k)c" (k) =1 —_Nng(i)CT(i)=0- (199)
Megjegyzések: _ 7
1. A diszkrét Fourier transzformacio (DFT) esetén:
.21 1 .21
L () =exp(j=3-mml, {gn () =rexp(=] - -mn)} (200)
2. A Elg(k)cT (k) = | bizonyitasa: Irjuk fel a g(k)c' (k) diadikus szorzatot:
9o (k) go(k)co (k) go(k)e(k) - go(k)ey (k)
glfk) () 6k - oL )]= gl(k)sco(k) gl(k)scl(k) gl(k)C;N_l(k)
ngl(k) ngl(k)Co(k) ngl(k)Q(k) gN—l(k)CN—l(k)

Ha ezek utan, k-t futtatva, minden matrix elemre végrehajtjuk az Gsszegzést, akkor minden
elem helyén egy-egy skalar-szorzatot szamitunk ki, aminek eredményeképpen a féatloban 1-
esek, az dsszes tobbi helyen pedig 0-ak fognak allni.
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