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0.1. Szekvencialis dontési folyamatok

0.1.1. Optimalis dontés

Egy déntési helyzetben tipikus feladat a rendelkezésre all6 informacio alapjan egy, vagy
tobb kritériumnak megfelelGen a legjobb lehetdség kivalasztasa a felmeriils opciok koziil.
Ilyen egyszeri helyzet lehet egy iidiilés célpontjanak kivalasztasa, mikdzben adott a kolt-
ségkeret vagy a kiindulasi hely, és vannak bizonyos preferencidink pl. tengerpart, palmafak.
Egy dontéselméleti helyzet leirasahoz definialni kell egy rendszer allapotait (s €
S, states), az egyes allapotokban elérhets 1épéseket (a € A, actions), és meg kell hatarozni
az egyes allapotok hasznossagat (U(s),utility). Egyes allapotokbol a megfelels 1épés
kivalasztasaval lehetséges mas allapotokba torténd atlépés. A hasznossagfiiggvény az al-
lapotok felett definialt valos fiiggvény, amely teljesiti a racionalis déntéshozora vonatkozo
hasznossagi axiomakat. Mivel a hasznossagfiiggvény valos fiiggvény, ezért az axiémak
tObbségét definiciobol fakadoan kielégiti, ezek a sorrendezhetfség, tranzitivitas, folytonosség,
monotonitas. A szerencsejatékokra vonatkozé tovabbi axiomak a kovetkezéek:

o HelyettesithetGség — Ha egy olyan szerencsejatékot jatszunk, ahol p valdsziniiséggel
az egyik, 1 — p valoszintiséggel a méasik allapotba jutunk, és van két allapot, melynek
hasznossaga azonos (s;, s;), akkor azok a szerencsejatékban felcserélhetGek:
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U(‘Sl) = U(SJ) = Elp[pa Sis 1 2 Sk] ~ {p7 5]7 1 — D, Sk}-

e Felbonthatosag — Ha egy olyan Osszetett szerencsejatékot jatszunk, ahol az els§ sz-
erencsejaték egyik kimenete egy mésik szerencsejaték, akkor az ekvivalens egy harom
kimeneti Osszetett szerencsejatékkal, fiiggetleniil az allapotok hasznossagatol, illetve
p és q értékétol:

0,851 —p,[q,85; 1 — q,s6]] ~ [p,si; (1 —p)g, 555 (1 —p)(1 — q), sk]

Legegyszeriibb esetben a lépések eredménye determinisztikus (|| abra), igy az opti-
maélis dontés minden s allapotban az az a 1épés, amely az elérhets legnagyobb hasznossagu
allapothoz vezet (1| egyenlet).

U(a®|s) = maxa.eaU (als). (1)

Abban az esetben viszont, amikor a rendszer valamilyen bizonytalansagot tartalmaz,
a lépések kimenetele nemdeterminisztikus abra), igy egy eloszlast definidlhatunk
a lépések kimenete felett: s; allapotban, a lépés mellett annak valoszintisége, hogy s;
allapotba jutunk P(s;|a,s;).

oo

1. 4bra. Bal oldal: Determinisztikus dontési helyzetben a; valasztasa mellett s; allapotba
jutunk. Jobb oldal: Nemdeterminisztikus déntési helyzetben a valasztasa mellett P(s;|a, s)
valoszintiséggel s; allapotba jutunk.

A racionélis dontéshozora vonatkozé utolsd két axiomabol kivetkezik, hogy nemdeter-
minisztikus esetben az optimélis dontés mindig azt az a* 1épést jelenti, ami maximalizalja
a varhato hasznossagot (maximal expected utility, MEU):

MEU (a*|s) = rgeaj(EU(aB) = Teaj(z U(s;)P(sila,s),s € S. (2)

$; €S

0.1.2. Szekvencialis dontés

Az el6z6 fejezetben az egylépéses(myopic) esetet vizsgaltuk, bizonyos esetekben azon-
ban el6fordulhatnak szekvencialis dontési helyzetek (2| abra). Példaul egy korutazas es-
etén minden érintett helyhez rendelhetiink hasznossagot, a pillanatnyi tartézkodasi helytél
pedig fligg a masnap elérhetd helyek halmaza. A bizonytalansidgot a rendszerben a meg-
bizhatatlan idegenvezets jelentheti.

Egylépéses esetben egy allapot hasznossagat definicio szerint az U(s) hasznossagfiig-
gvény hatarozta meg. Szekvencidlis esetben azonban egy allapot hasznossagat befolyasolja
a bel6le elérhets tovabbi allapotok hasznossaga is. Az egyes allapotokra vonatkozd U (s)
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hasznossagfiiggvények felhasznalasaval a ¢t diszkrét idépontban s allapot hasznossaga egy
rekurziv képlettel irhato le:

U'( )+ Z Ut (s;)P(sq]a, s). (3)

$;€S

Tehat U(s) az a hasznossag, amit s meglatogatéasa ér, U'(s) jelenti azt a hasznossagot,
amely figyelembe veszi az s allapothol elérhets teljes dontési grafot, és az abbol szamolt
varhatoértéket. Az egyenlet masodik tagja egy varhatoérték az s &llapotbol elérhetd al-
lapotok hasznossaga felett. A varhaté maximalis hasznossag ennek megfelel6en méddosul:

MEU (a maxZUt P(sila,s),s € S. (4)

;€S

2. abra. Szekvencialis dontés

Feltételezve, hogy minden &allapot elérheté minden allapotbél, és egy allapotban tobb-
szOr is tartozkodhatunk, a[3|egyenlet szamitésa n véges 1épést feltételezve dinamikus pro-
gramozassal O(n|A||S]) ideig tart. Az utolso lépésben egyszertien adodik mekkora az egyes
allapotok hasznossaga (U(s)), majd az n — 1 lépésben a hasznossagok mar a |3 képlettel
kiszamolhatoak, egészen a kezds lépésig. Természetesen ez a modszer nem alkalmazhato
végtelen szamu 1épés esetén.

Végtelen lépésszam esetén (n — oo) a [] egyenlet nem alkalmazhat6, mert a nyeld
csomépontoktol eltekintve a maximdlis varhaté hasznossag minden Allapotra végtelen-
nek addédik. Egy lehetséges megoldas a jovGbeni jutalmak leszamitolt értékével torténd
szamitas, ekkor a jovébeni jutalom egy 0 < v < 1 egyiitthatoval megszorzott értékével
szamolunk:

MEU'( maXnyU si)P(sila,s),s € S. (5)
s;€8
Az 5| egyenletet lépésenként kibontva [af, a], ..., af,...] optimalis akciok egy sorozatat

hajtjuk végre. Ha feltételezziik, hogy egy allapotb6l maximum £k masik allapotba lehet
eljutni, v < 1, az allapotvaltasok valésziniiségének maximuma P, és az U(s) fiiggvény
maximuma U,,.,, akkor a kovetkezd kifejezésre jutunk:

MEU (a%,at,....at,...|s) < U(s) 4+ vkUmazPmaz + V2 kUmaz Pz + - - - + 7V kUnmaz Praz + - - -

= U(S) + kUma:chaa: Z ’71
=0
kUmamea:E
1—vy
A [6] egyenletbdl latszik, hogy a v < 1 feltétel, és a leszamitolt szamités esetén a
maximélis varhato hasznossag feliilrgl becsiilhetd.

= U(s)+
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Markov dontési folyamatok

Az el6zGekben bevezetett dontéselméleti formalizmus meghatarozoé jellemzGje a Makorv-
tulajdonsag: annak valoszintisége, hogy a folyamat t id6pillanatban s; allapotba keriil,
csak a folyamat ¢t — 1 iddpillanatban felvett s allapottol fiigg, amennyiben az ismert
(P(sila,s)). Tehat s allapot ismeretében a korabbi allapotok ismerete nem sziikséges
az allapotatmenetek valoszintiségének meghatarozasahoz.

A Markov dontési folyamat a szekvencialis dontési folyamatokat leird, az eddigiektl
kicsit eltérd, azonban azzal teljesen ekvivalens igen elterjedt formalizmus. A Markov-
donteési folyamat definialja az Sy kezdGallapotot, a T'(s, a, s') allapotatmenet modellt (tran-
sition) és az R(s) jutalomfiiggvényt (reward). A T'(s,a,s’) allapotatmenet fiiggvény ekvi-
valens a korabban definialt P(s;|a,s) feltételes valoszintiséggel, mig az R(s) jutalomfiig-
gvénynek az U(s) hasznossagfiiggvény felel meg. Markov-dontési folyamatokkal kapcsolat-
ban szokas beszélni az tgynevezett eljarasmodrol (policy), mely a dontéshozonak minden
allapotra meghatarozza, hogy adott allapotban melyik lépést valassza. Optimalis eljaras-
modnak (optimal policy) nevezziik azt az eljarasmodot, amely a maximalis varhatoértekii
lépést adja. A kordbban bevezetett fogalmakkal az optimélis eljarasmod nem jelent mast,
mint hogy a déntéshozé minden lépésben az a* 1épést valasztja (véges lépésszam esetén
afd], végtelen lépésszam esetén a [6] egyenlet alapjan).

0.1.3. Az informaci6 értéke

Az el6z6ekben a szekvencialis dontéseket gy modelleztiik, hogy minden dontési 1épés
utan a rendszer allapotot valt. Azonban sok esetben dontési opcid a szekvencidlis dontési
sorozatbol torténd kilépés, a megallas. Ebben az esetben természetesen meriil fel az igény a
jovében rendelkezésiinkre all6 adat értékének ismeretére. Ezt irja le a tokéletes informéciod
értéke (value of perfect informaiton, VPI), nagyon hasonloan af2]egyenlethez (lasd 3 abra):

MEU (a’|d) = max EU(ald) = max > " U(d;)P(di|a,d),d € D, (7)

deD

ahol d a rendelkezésre all6 adatot jelenti, D pedig minden lehetséges adathalmaz
Osszessége, mig d; az az adat, amihez akkor jutunk, ha az a lépést valasztjuk és ezzel
pl. folytatjuk az adatgytjtést. A [7] egyenlet valojaban csak annyiban tér el a [2] egyenlet-
t6l, hogy az s-t a d helyettesiti, vagyis jelenleg a rendszer allapotat (a vilagrol gytjtott
informaciot) a rendelkezésre 4llo adattal irjuk le. Fontos megjegyezni, hogy d C d;. Ha
rendelkezésre allna d; informacio, akkor a varhato hasznossag a kdvetkezGképpen alakulna:

MEU (a’|d;) = max EU(ald;) = max > " U(dy)P(d;la, d;),d; € D. (8)
d €D
3. dbra. Az informaécid értéke
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A7 és a [8 kifejezések altal definialt értékek eltérése adnd meg a kivant mennyiséget,
vagyis annak a plusz informacionak a hasznossagat, amit d; \ d ismerete jelent. Azonban
d; nem &ll rendelkezésiinkre, ezért jeldlje D a jovGbeli adatot reprezentald valdszintségi
valtozot, igy VPI nem mas, mint a MEU jovébeli varhatoértékének és a MEU kiilonbsége:

VPId(D]) = Z P(DJ == dled)MEU(CL*D]’d|D] = dij7 d) — MEU(CLZ|CZ), (9)
ahol @} a d adat ismeretében legjobb dontés (lépés).

A VPI tulajdonsagai
1. A VPI nem vehet fel negativ értéket,

VPI;(D;) >0,

szemléletesen azért, mert az (ijonnan megszerzett informaciotol mindig el lehet tek-
inteni. Mivel a M EU érték egy maximum képzés eredménye, ezért amennyiben
barmely djabb d; informacio mellett a M EU kisebb értéket venne fel, a maximum
képzés miatt d;-t iires adatnak kell feltételezni, hogy a legjobb eredményt kapjuk,
igy a V PI, érték nullanak adodik.

2. Kénnyen belathato, hogy az informacio értéke az adatok beérkezésének sorrendjétél
fiiggetlen, és az informacié értéke szamolhat6 a kdvetkezGképpen:

VP1y(D;, D;) = VPIy(D;) +VPlyp,(D;) =VPI(D;) +VPlyp, (D). (10)
3. Nem igaz azonban, hogy az informéaci6 értékének képzése additiv

VPIy(D;,D;) # VPI(D;) + VPI(D;),

hiszen pl. abban az esetben, ha a D; és D; valoszintiségi valtozok azonos eloszlastiak
VPIyD;, D) =VPIlyD;) = VPI(D;).

Az informacié értékének kozelitése tobb megfigyelés esetén

Az informaci6 értékével kapcsolatban eddig egy olyan esetet vizsgaltunk, amikor minden
lépést megelGzGen egyetlen valoszintiségi valtozo jovébeli varhatoértékét szamitottuk ki. A
gyakorlati esetek tébbségében a VPI szamitasahoz a fejezetben targyalt egyvaltozos
modszert hasznéljak. Eléfordulhat azonban olyan eset, amikor a dontési lépést megel6zGen
tobb valoszintségi valtozo értékét is meg kell becsiilni. A [0 és a [I0] egyenletekbdl kénnyen
levezethets, hogy a VPI kiszamitdsahoz sziikséges id6 tobb D; valoszintségi valtozo es-
etében, azok n szdmaval exponencidlisan aranyos.
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Ebben a fejezetben tobb megfigyelés egyiittes informacioértékét becsiiljiik az eddig is-
mertetettektdl eltérs dontéselméleti modell mellett (4] Abra). Tegyiik fel, hogy a D;,i =
1,...,n valészintiségi valtozok fiiggetlenek és a dontési lépést egy A bindris valészintiségi
véaltozoval modelleziink. Tegyiik fel tovabba, hogy egy ismert eloszlast, binaris H valoszintiségi
valtozéval magasabb szinten tudjuk leirni a rendelkezésiinkre all6 D;,¢ = 1,...,n ada-
tot, vagyis ismertek a P(D;|H) feltételes eloszlasok. Az A lépés és a H hipotézis kozos
hasznosséagfiiggvénye U(A, H). Ezzel a modellel egy kozelits becslés adhato a rendelkezésre
allo valtozohalmaz informéacitértékére vonatkozoan lineédris idében.

Latni fogjuk, hogy a bizonyitas soran nagyban kihasznaljuk azokat az egyszeriisitéseket,
amiket az A valtozd bindris volta és a szintén binaris H hipotézis valtozo jelent. Utobbi
felfoghato, mint a rendelkezésre 4ll6 D; adatok egy absztrakt, egyszertsitett leirasa. Bar
ez az egyszertisitett modell sziikséges a tobbszoros megfigyelés informacidértékének linearis
id6ben torténd kiszamitasahoz, mégsem a valosagtol elrugaszkodott példa: képzeljiik el,
hogy a D; valtozok egy beteg kiilonb0z6 leleteit reprezentaljak, mig a H valtozd azt a
feltételezést, hogy a beteg a leletek alapjan egy silyos betegséghben szenved. Ha az A
dontés a miitét elrendelését jelenti, akkor az U(A, H) hasznossag jellemzi, hogy a betegség
esetleges megléte mellett mennyire kockazatos, vagy hasznos a mittét, vagy annak elk-
eriilése.

4. dbra. Informécio értékének becslése tobb megfigyelés esetén

Ha felirjuk a H hipotézisre vonatkozo feltételes valoszintiségek hanyadosat (odds),
akkor az a Bayes szabalynak as a D; valoszintiségi valtozok fiiggetlenségének kdszonhetGen
atalakithato a kovetkezGképpen:

P(H|Dy,...,D,)
P(=H|Dy,...,D,)
P(Di[H)  P(Dn|H) P(H)
P(Di|=H) " P(Dy|~H) P(—~H)

~ o [ (1)

O(H|D:,...,D,) =

_ PEH) _ P(H)
ahol \; = Pl - 8 O(H) = Py . o )
Legyen p* a H hipotézis bekovetkezésének valoszintisége, amikor indifferens a don-

téshozd szaméra mely lépést vilasztja, formalisan:

P UH, A) + (1 — pU(=H, A) = p*U(H,=A) + (1 — p")U(=H, -A). (12)

A INFORMACIO ERTEKENEK KOZELITESE TOBB MEGFIGYELES ESETEN1[12l
egyenletet atrendezve a p* valosziniiségre a koévetkezs érték adodik a hasznossdgok is-
meretében:

www.tankonyvtar.hu (© szerzd neve, egyetem


http://www.tankonyvtar.hu

Tartalomjegyzék 11

. U(-H,-A) - U(-H, A)
P = U(=H,-A) —U(~H, A) + U(H, A) — U(H,-A)’
Mivel p* valoszintiség a dontési kiiszob, ezért a dontéshozé akkor valasztja A-t —A-val
szemben, ha

(13)

P(H|Dy,...,D,) >p", (14)
amit atirva a kovetkezGt kapjuk:

O(H|D,,...,D,) > L. (15)
1—p*
A INFORMACIO ERTEKENEK KOZELITESE TOBB MEGFIGYELES ESETEN1
egvenlet alapjan a INFORMACIO ERTEKENEK KOZELITESE TOBB MEGFIGYELES

ESETENTI [I5] kifejezés atirhato

[1r>; f*p* JO(H). (16)

Ha a INFORMACIO ERTEKENEK KOZELITESE TOBB MEGFIGYELES ESETEN1[16]
mindkét oldaldnak természetes alapi logaritmusat vessziik, akkor

Zwi >in—Lt InO(H), (17)
i=1 1=p

ahol w; = In);, igy definidlhatd a W valdszintiségi valtozo, mint w; valtozok Gsszege

i=1

és felirhatd a W valtozohoz tartozd dontési kiiszobérték:

*

P
= — H 1
W lnl e InO(H), (19)

vagyis a dontéshozo akkor dont A lépés mellett, ha

W >Ww (20)
W valoszintiségi valtozo a w; fliggetlen valoszintiségi valtozok Osszege, ezért a centralis
hatéareloszlas tétele alapjan eloszlasa normalis és varhatoértéke a w; valtozok varhatoértékének
Osszege, mig szorasa a w; valtozok szordsdnak Osszege, igy:
p(W|H) ~ N(EW|H),Var(W|H)). (21)
ART]egyenlet alapjan kiszamithato, hogy mi annak valoszintsége, hogy a W valészintiségi

valtozd a kiiszobérték felett lesz:
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1 © _—w?

e 2 di. (22)

p(W > W*|H) =

o\ 21 Jw

0.2. Megallasi feladatok

Ahogy azt az el6z6 fejezetben lattuk, szekvencialis dontési helyzetben egy lehetséges 1épés
a ledllas. Minden olyan esetben, amikor tovabblépés valamilyen koltséggel jar, minden
lépésben optimalis dontés lehet a megéllas.

Egy szekvencialis kivalasztasi probléma esetében a dontéshozonak egy n hossziu, szekven-
cidlisan érkez6 X, ..., X, valtozo sorozatbol ki kell valasztani a legnagyobbat gy, hogy a
be nem érkezett valtozokrol semmilyen informéciéja nincs, korlatozottan valaszthat a mar

.....

Az egyik legegyszertibb megallasi probléma a Titkarné probléma.

0.2.1. Titkdrnd probléma

A megallasi problémak alapfeladata a titkarné probléma, egy munkaltatonak a legmegfelel6bb
munkaerGt kell kivalasztania egy pozicidra. A feladat a kovetkez6 szabélyokkal definial-
hato:

1. Csak egyetlen szabad allas van.
2. A jelentkezsk szama, n, elGre ismert.
3. Az interjik egymaés utan, egyesével torténnek.

4. A jelentkezGk meghallgatésa véletlenszert sorrendben toérténik, minden sorrend egy-
forman valészind.

5. Minden interji utan az addig meghallgatott jelentkezk alkalmassaguk szerint egyértelmiien
rendezhetdk.

6. Minden interji utan el kell donteni, hogy a jelentkez6t felveszik-e, vagy sem. Ha egy
jelentkezét nem vesznek fel, nem lehet tobbé visszahivni.

7. A munkaltatonak csak a legalkalmasabb jelolt felel meg, minden mas jel6lt azonos
mértékben alkalmatlan.

Vagyis a dontéshozo igen nehéz helyzetben van, mert a mar elkiildott jelentkezkrél
bar van informacioja nem tudja visszahivni, azokrol a jelentkez6krél pedig, akik még nem
voltak interjin semmilyen informéacioja nincsen. A probléma megoldésa ebbdl a felismerés-
bél adodik: a dontéshozoé minden esetben csak a mar meglévs informacié alapjan donthet,
vagyis érdemes megfelel§ informéciot begytjteni, hogy aztan ezek alapjan az informaciok
alapjan a lehetd legnagyobb valoszintiséggel el lehessen donteni egy jelentkez6rél, hogy az
a legjobb-e. A megoldasként adodoé algoritmus:
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5. abra. Titkdrnd probléma

1. Az els6 r — 1 jelentkez§ meghallgatésa utéan,

2. azt a jelentkez6t kell valasztani, amelyik jobb, mint az els6 r — 1 jelentkezd barme-
lyike.

Annak valészintisége, hogy adott r mellett a fenti algoritmussal a legjobb jelentkez6t
valasztjuk:

" 1r—1
L i —1°

1=r

P,y (r) = P(r mellett a legjobbat valasztjuk) = (23)

mivel az 7;:—11 hanyados annak a feltételes valoszintiségét adja, hogy ha i a legjobb jelolt,
akkor az el6z6 1 — 1 jelentkez6 koziil a legjobb az els6 r — 1 jelentkezd kozott van. Minden
esetben a 23| kifejezést maximalizal6 -t kell valasztani.

Bizonyithato, hogy n névekedtével az optimalis r tart n/e -hez, és annak a valosziniisége,
hogy az algoritmus a legjobb jelentkez6t véalasztja tart 1/e-hez, ahol e az Euler szam.
Vagyis annak a valdszintisége, hogy megtalaljuk a legjobb jeldltet megkdozelitSleg 0.368.

Az allitas bizonyitasdhoz elGszor atalakitjuk a 23| kifejezést, majd belatjuk, hogy n —
oo esetén P, (r) — —xzln(z), aminek szélsGértéke kénnyen meghatarozhato. Elsé lépésben
a P, (r) atalakitasa:

“1r—1
ni—1

r—1le= 1
T T ;i—l

r—le= n 1
— —. 25
n Zi—ln ( )

1=r

(24)

Egy tetszéleges f(-) fiiggvény bal oldali Riemann 6sszege az [a, b] intervallumon:

<o

—a
x

Az(f(a) + fla+Az) + fla+2Az)+ ...+ f(b—Az)) = > fla+ilAx)Az.  (26)

1=0

>

A fenti egyenletbe helyettesitve f(t) = 1/t fliggvény esetén Ax = 1/n lépéskozzel, ahol
a= T’n;l és b =1, nem mas, mint
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% n—r+1
n 1
IAT)Axr = _—
;f(a—kz x)Az ; CEEEnE
- n 1
= 2 iTia (27)
i=r—1

Tehat aR7n — oo esetén

1
1
i 3 = [ )

i=r—1 n

fos s . ; | oz
A [28| hatarértéket visszairva a [24] egyenletbe az x = “— helyettesitéssel

r—1g~ n 1 '

i - = ~dt

oo 7 ;z’—ln m/xt
= —zin(x). (29)

Mivel —zin(z)% = 1+ In(x), ami az © = 1/e helyen veszi fel a 0 értéket, ezért

bizonyitottuk az eredeti allitast.

0.2.2. A Googol jaték

A Googol jaték a megallasi problémak egyik els6 verzidja, amit 1960-ban Martin Gardner
publikalt. A Googol jatékban ketten vesznek részt, az egyik szerepld el6re meghatéarozott
n szamu lapra felir dltala valasztott, kiillonb6z6 egész szamokat, a masik szerepld az eddigi
dontéshozo helyzetében van: a leforditott lapok koziil addig hiiz, amig tigy nem gondolja,
hogy a legnagyobb szamot tartalmazo lapot tartja a kezében. Fz a feladatkiiras annyiban
tér el a korabbitol a dontéshozd szemszogébdl, hogy nem feltételezheti az egymas utan
érkezé elemek fliggetlenségét. A szamokat meghatarozo személy ellenségesen is viselkedhet.

Ha elfogadjuk a feltételezést, hogy az el6re kivalasztott n szam egyiittes eloszlésa
leirhato egy egyvaltozos stirtiségfiiggvénnyel, melynek egyetlen argumentuma az n szam
maximuma

p(x1, ..., x,) = g(max{xy,... x2}), (30)
vagyis ha az egyenlet altal meghatéarozott értelemben az {Xi,..., X, } szamsorozat

felcserélhets, akkor bizonyithatd, hogy n > 2 esetén a Googol jaték megoldésa hasonlo
algoritmus alapjan torténik, mint a TitkdrnG problémaé, ahol r a kivetkezGképpen adodik:

1+1++1<1<1+1++1 (31)
ror+1 7 n-1 r—1 n—1

Az is belathato, hogy a Googol jatékot jatszod szemely szamara a kovetkezd két eset
ekvivalens:
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1. Nem tud semmit a lapokon talalhatd szamokrol (akar determinisztikusak is lehetnek)

2. A szamok egyenletes eloszlastak a (0, ) intervallumon, ahol S ismeretlen.

0.2.3. Odds algoritmus

Az Odds algoritmus tobb megéllasi probléma megoldasat adja azzal, hogy egy éaltalanos-
abban megfogalmazott feladatot old meg: adott Iy,..., [, indikdtorvaltozé sorozat, ahol
I; valtoz6 A; esemény bekovetkezését mutatja. Az események egymés utan, egyesével
kovetkeznek be, a cél egy olyan modszert megadni, ami biztositja, hogy a doéntéshozo a
legnagyobb valészintiséggel alljon meg az utolsé bekovetkezs eseménynél. A max{P(I; =
1,I; 1 =0,...,I; = 0)} kifejezést maximalizalé index a 7 leallasi id6.

Belathato, hogy ha I; bekovetkezésének valoszintisége p; és o; = p;/(1 — p;) (odds,
arany), akkor 7 az elsg olyan index, ahol I, =1, 7 > r, és

r, = max{l, max{l < k <n: Zoi > 1}}. (32)
j=k

Vagyis az r index, pontosan akkor optimalis, ahonnan a hétralévé odds-ok Gsszege
el6szor nagyobb, mint 1, vagy ha nincs ilyen index, akkor az r = 1 érték. Annak
valoszintisége, hogy az eljarassal az elsé ,sikeres” eseménynél allunk meg:

P(I, =1,1,,=0,...,I; =0) = (ﬁu —pj)> <i oj> . (33)

j=r
Az Odds algoritmussal megoldhato a titkdrnG probléma, ha az eredeti feladatot atfo-
galmazzuk a kévetkezSképpen: [, = 1, ha a k sorszamu jelentkez6 jobb, mint a korabbiak
(Xp > X, Vi < k), igy P(Iy) = 1/k, o = 1/(k —1). Tehéat az optimalis r, ahol a
R=1/(n—1)+1/(n—2)+...41/(r —1) Osszeg nagyobb lesz, mint 1. Ha n — oo, akkor
R — 1/e, ahogy korabban is lattuk.

0.2.4. Az Odds algoritmus egy folytonos kiterjesztése

Idében tobbszor bekdvetkezd fiiggetlen események kozott eltelt id6 modellezésére hasznélt
valészintiségi valtozo eloszlasa folytonos esetben exponencialis eloszlast, mivel a folytonos
eloszlésok koziil ez az egyetlen orokifju tulajdonsaga

P(X1 > xs + 2| X7 > ) = P(X7p > 1), Vg, 2 > 0. (34)

A [34] egyenlet szemléletesen annyit jelent, hogy ha z, ideje allunk a buszmegalloban,
annak valdszintisége, hogy a tovabbi x; idGintervallumban sem fog busz érkezni, nem fiigg
xs-t6l, vagyis nem fiigg attol mennyi ideje varunk. Ha a buszok érkezését fiiggetlen es-
eménykeént kezeljiik, akkor az el6z6 busz érkezése semmilyen hatéssal nincs a kovetkezd
busz érkezésére.
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Bar a buszok érkezése a menetrend ellenére jo kozelitéssel fiiggetlen, tovabbi példa
lehet ilyen folyamatokra egy kevésbé forgalmas tton kozlekedd autok kozti tavolsag, vagy
a beérkezo telefonhivasok kozt eltelt idé.

Ha valoszintiségi valtozok kozt eltel id6 A paramétert exponencialis eloszlas,

Ae* ha x>0,
Fl@A) = { 0 egyébkeént, }

akkor annak valdszintisége, hogy 7 id&intervallumban az adott esemény k alkalommal
fordul el6, A paraméteri homogén Poisson eloszlast kovet:

(35)

67)\7-(/\7')]{

k!

ahol N (t) a tidépillanatig bekovetkezett események szaima. Ha a \ intenzitas paraméter
id6ben valtozhat, azaz A(t), akkor inhomogén Poisson folyamatrol beszéliink.

Ha a A(t) paraméterdi Poisson eloszlast valoszintiségi valtozok ,sikerességét” a h(t)
siirtiségfiiggvény irja le, akkor a megallasi probléma a kovetkezSképpen modosul: allit-
suk meg a jatékot a [0, 7] idGintervallumban az utolsé sikeres eseménynél. A folytonos
feladat a kovetkezoképpen oldhaté meg: a [0, 7] idSintervallumot m részre osztva, annak
valészintisége, hogy a k sorszamu intervallumban legaldbb egy sikeres esemény kovetkezik
be pr. = A(tg)h(ty)(tr—tr—1)+o(ty—tr_1). Ha az intervallumok szaméat névelve, azok mérete
tart a nulldhoz, (tx — tx_1) — oo, akkor az intervallumban a bekovetkezés valoszintsége
tart az intenzitas és a sikeresség valoszintiségének szorzatéhoz, p, — A(tx)h(ty). Ezek
alapjan a diszkrét esethez nagyon hasonldé a megoldas:

P{(N(t+7) = N(t) = k] = k=0,1,..., (36)

Tzsup{(),sup {OStST:/tTA(U)h(U)dUZ 1}} (37)

0.3. Tobbkara rablo feladatok

A tobbkara rablo probléma (multi-armed bandit problem, MAB) egy er&forras allokacios
probléma. Alapfeladata megfeleltethets egy szerencsejatékos probléméajanak: a jatékos k
félkara rablo el6tt all, és szeretné maximalizalni a varhaté nyereményét. A jatékos minden
lépésben valaszt egy jatékautomatat, melynek meghtzza a karjat. Az a gép, amelynek
meghtizzuk a karjat, egy, a gépre és annak pillanatnyi allapotara jellemz§ valdszintiségi
eloszlés szerint fizet jutalmat. A valds helyzettdl a tobbkara rablo alapprobléma annyiban
tér el, hogy nincs koltsége a gépek miikddtetésének. A cél minden esetben az erdforra-
sok optimalis kihasznéalasa: véges horizonton a begytijtott jutalmak Osszegének maximal-
izalasa, végtelen horizonton adott diszkontrataval, vagy végtelen horizonton atlagban.

A tobbkart rablé probléma k fiiggetlen karbdl/folyamatboél/gépbdl és egy kontroller
folyamatbol all (a harom fogalmat: kar, folyamat, gép a fejezetben mostantol felvaltva
hasznaljuk). Minden karhoz két véletlen folyamat tartozik (X (0), X (1),...,, R(X(0)), R(X(1)),...,),
ahol az X (n) a kar allapota azutan, hogy a kart n-szer miikodtettiik, R(X(n)) pedig az
X (N) allapotért kapott jutalom. Egy gép allapota a kovetkezGképpen véltozik:
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X(n) = fra(X(0),...,X(n—1),W(n—1)),

ahol f(-) adott és W (n) egy ismert eloszlasu, valos-értéki, fiiggetlen, azonos eloszlasi
valoszintiségi valtozo sorozat, mely fiiggetlen X (0)-tol. Mivel az f(-) fiiggvény determin-
isztikus, a W (n) valoszintiségi valtozo jelenti a véletlen faktort a gép miikodésében.

A k-karu rablo probléma k karja fiiggetlen egymastol, a karokat egy kontroller /processzor
folyamat miikddteti: minden diszkrét idGpillanatban egyet és csak egyet valasztva ki. A
kivalasztott folyamat allapotot valt, a tobbi allapota valtozatlan marad. A cél a varhato
jutalom maximalizalasa.
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Compulsive gambling

6. abra. Abra cime 7777

0.3.1. Alkalmazasi teriiletek

1. Szenzor menedzsment — egy egyszertsitett példa azt szemlélteti, hogy egy szenzorral
hogyan keresiink egy célpontot, mely k lehetséges dobozok egyikében van. A szen-
zorunk képes érzékelni a célpontot, de csak bizonyos bizonytalansaggal. Célunk egy
elére meghatarozott kiiszobnél nagyobb bizonyossag elérése, vagyis minden lépésben
a jutalom az a jel (pl. 0 és 1 kozotti), amit a szenzor kibocsat. Azzal tehat, hogy a
varhato jutalmat noveljiik, a célpontot keressiik.

2. Online hirdetések kivalasztasa — a feladat ebben az esetben az, hogy a hirdetést
kozvetits (advertisor) kivalassza a hirdetSk (auctioneer) koziil azt, akinek a hirde-
tésére a lehets legtobben kattintanak. Bér a hirdetének vannak adatai arrol, hogy
méashol mennyien kattintottak a hirdetésére, lehetséges, hogy a valos szamnal nagy-
obbat kozol a hirdetést kozvetits felé. A megfelel§ hirdetd kivalasztasa a hirdetés
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kozvetits szamara egy tobbkartu rablé probléma. Hasonléan, mint az el6z6 példanal,
ha a jutalom a kattintdsok szdma, akkor a varhatd jutalom maximalizdlasaval a
Hlegjobb” reklamokat véalasztjuk ki.

3. Online keresés — online tartalmak keresése soran megfigyelhetd, hogy bizonyos keresési
kifejezésekre elvart talalati eredmények tematikaja idGvel jelentGsen médosulhat: jo
példa erre a napi hirek teriilete. Ha pl. napokkal egy atomkatasztrofa utan keresek a
yhuclear accident” kulcsszora, joggal varom el, hogy friss hirekhez és informaciokhoz
jussak, mig mondjuk kordbban az el6z6 atomkatasztrofak talédlatait varjuk el. Ezeket
a talalati ,eltolodasokat” a hagyomanyos keresési algoritmusokra alapozott tébbkara
rablo meta-algoritmussal lehet feltérképezni.

4. Sorbanéllasi és iitemezési feladatok — a MAB feladat felfoghaté egy egyetlen process-
zorbél, és k feladatbol 4ll6 rendszernek, ahol minden egyes 1épésben el kell dénteni,
hogy a processzor mely feladatot hajtsa végre. Minden feladat végrehajtasaért jar
egy jutalom, ami pl. a feladat siirgGsségét tiikrozi.

5. Klinikai kisérlettervezés — a gydgyszerkisérletek esetén a gydgyszerek hatoanyagainak
megvalasztasa szintén megfeleltethetd a MAB problémanak. Itt az egyes karokat a
hatoéanyagok jelentik, mig a jutalmat a betegek allapota, esetleg tulélési rataja: a
legnagyobb varhato jutalomtol a legjobb hatdéanyag kivalasztasat reméljiik.

0.3.2. Az optimalis megoldas, el6refele kovetkeztetés

A MAB probléma esetében a visszafele kovetkeztetés (backward induction) minden esetben
optimalis megoldast ad, viszont rendkiviil szamitasigényes, ezért a gyakorlatban igen ritkan
alkalmazzak.

Az elorefele kovetkeztetés legegyszertibb formaja az tgynevezett rovidlato (myopic)
eléretekintés, egyetlen 1épésre el6re maximalizalja a jutalmat. Ez a megoldas altalaban
nem vezet optimalis megoldashoz. Az el6refele kivetkeztetés bonyolultabb tipusa T' 1épésre
elére szamitja a varhato jutalmat és ezt az értéket probalja maximalizalni. Utobbi megoldés-
sal az esetek nagy részében csupan szuboptimalis megoldashoz jutunk.

A T lépéses eléretekintés kiterjesztése, amely esetében feltételezziik, hogy egy végre-
hajtasi stratégia adott, és az ismert végrehajtasi stratégia fliggvényében hataroz meg egy
T ledllasi” id6t, melyre a végrehajtasi folyamat a maximalis varhato jutalmat adja. A vé-
grehajtast csak a meghatarozott ledllasi idépillanatig folytatjuk, az optimalizaciét csupan
erre kell végrehajtani.

Az elorefele kovetkeztetés a 7 leallasi id6 szamitasaval a kovetkez6képpen alakul:

1. Ki kell valasztani egy stratégiat, a stratégia ebben az esetben egyetlen gép miikodtetését
jelenti.

2. Ki kell szamitani egy 7 leallasi id6t
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3. A 7 leallasi id6ig kovetjiik az 1. pontban valasztott stratégiat. = utan az 1. lépéssel
folytatjuk.

Altalanos esetben a fent leirt stratégia sem vezet optimalis megoldashoz, azonban az
alabbi feltételek mellett az algoritmus optimélis a MAB problémara:

1. A kontroller folyamat egy id6ben csak egyetlen gépet lizemeltet; az iizemeltetett gép
allapota nem befolyasolhat6, csak ki- és bekapcsolni lehet.

2. A nem mikodtetett gép nem valt allapotot.
3. A gépek fiiggetlenek

4. A nem miikodtetett gépek nem adnak jutalmat.

A fent ismertetett algoritmus optimalitasat, a megadott feltételek mellett szemléletesen
ugy lathatjuk be, hogy minden alkalommal, amikor kivalasztunk egy gépet, majd azt 7-ig
mikodtetjiik, nem hozunk ,yvisszafordithatatlan” dontést. A tobbi gép allapota nem val-
tozik, vagyis nincs olyan jutalom, melyet hosszitavon az algoritmus ne tudna megszerezni,
igy az elGrefele kovetkeztetés optimélis megoldéshoz vezet.

0.3.3. Gittins index

Mivel nem biztos, hogy t id6pillanatig egy folyamat t-szer valt allapotot (hiszen lizemelte-

thetjiik a tobbi folyamatot is), ezért i folyamat allapotat t-ben N;(t)-vel jeloljiik. Egy

folyamatot az allapot és a jutalom sorozata irjale: (X;(N;(t)), Ri(N;(t))); Ni(t) = 1,2,...,t;t =1,2,...
és i =1,2,..., k. U(t) vektor jeloli, hogy ¢ idépillanatban melyik folyamatot iizemelteti

a kontroll folyamat. U(t) = (Uy(t),...,Ux(t)),U(t) minden iddpillanatban egyetlen kom-
ponensében nem nulla, a komponens indexe az adott pillanatban {izemeltetett folyamat

indexét jeloli.

A MAB alapfeladata, hogy maximalizalja a kovetkezd kifejezést:

J=E (> B Ri[Xi(Ni(®), Ui Xi(N1(0), ., Xu(Ne(0))]] (38)

ahol 0 < 8 < 1, vagyis a jutalom varhaté jelenértékét maximalizaljuk.
A Gittins index a kovetkez6 kifejezést takarja:

B[00 57 Ri(Xi(1)]:(0))]
E[Y1 A71x:(0)]
vagyis a Gittins index nem jelent mast, mint hogy minden egyes karra meghatarozunk

egy olyan 7 megallasi id6t, amire nézve a fenti hanyados maximalis. Igy a mar leirt
elérefele kovetkeztetés algoritmusa a kovetkezSképpen alakul:

, (39)

Uz, (2:(0)) = maxo<,
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1. Minden folyamatra kiszamitjuk a Gittins indexet, ezzel egyiitt minden folyamatra
meghatarozunk egy 7 ledllasi idét.

2. Kivalasztjuk a maximalis indexszel rendelkezé folyamatot, majd az indexhez tartozo
leallasi ideig miikodtetjiik. Leallaskor az els§ ponttal folytatjuk.

A fenti algoritmus Markovi feltételezés mellett optiméalis megoldashoz vezet.
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