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X, - a tidopillanatban nem medfigyelhets valtozok halmaza

E. - a megfigyelheto (medfigyelt) valtozok halmaza

X =X X, ,...,X X -valtozok halmaza X —tol X,—ig
(Pl.U,,=U,, U,, U, valtozok)

Eqy titkos, foldalatti letesitmény biztonsagi ére tudni szeretne,
hogy aznap esik-e, de egyetlen informacioja, hogy reggelenkent
latja az igazgatojat, aki esernyovel vagy esernyé néelkdl jon be.
Minden t napon az E, halmaz igy egyetlen bizonyiték valtozo,

U, (van-e esernydje),
és X, halmaz az egyetlen allapotvaltozé R, (esik-e kint).

Probléma: szerkeszthet6-e ilyen problémara egy valoszinlségi halo?
Ha igen, milyen szul6kbdl lehet itt gazdalkodni?




Markov feltételek

Markov feltétel: X, fuggaz X,,, korlatos részhalmazatol

Elsérendii (a) Markov folyamat: P(X,| X,.,_)=P(X,| X))
X X))

t=22“"1-1

Masodrendi (b) Markov folyamat: P(X, | X,.,_,)=P(X,
stb.

Erzékeld Markov feltétel:  p( E | X,

:t’EO:t—l) — P(Et |Xt)

Stacionarius folyamat: allapotatmenet modell P(X, | X,_)

és érzékelé/megfigyelés modell P(E, | X,) nem fiigg a t-t6|

/ﬁ__ A - ____ E__—%H\



Inamikus valoszinldsegi halok

Ha a kozelités tulsagosan pontatlan - lehet javitani, pl.:

a Markov folyamat rendjének novelésével

pl. egy masodrendl modellt felvéve egy EsG,_,-6t mint az Esé,szil6je
(valamivel pontosabb predikcio).

az allapotvaltozék halmazanak novelésével

pl. felvenni az Evszak, valtozot, vagy hozzaadni a Homeérséklet,,

a Paratartalom, és a Légnyomas, valtozokat...



Kovetkeztetés iddbeli modellekben

Szirés v. ellendrzé megfigyelés: a bizonyossagi, hiedelmi
allapot kiszamitasa = a jelenlegi allapot a posteriori eloszlasa,
az eddigi 0sszes bizonyitek ismeretében
J Y P(X, |e.,)

El6rejelzés, jéslas: egy jovobeli allapot a posteriori eloszlasa,
az eddigi 0sszes bizonyitek ismeretében.

P(Xt+k |el:t) ’ k>0

Simitas, visszatekintés: egy multbeli allapot a posteriori eloszlasa,
a jelen idopontig vett 0sszes bizonyitek ismereteben.

P(X, |e.,) O<k<t
Legval6észinlibb magyarazat:

A medfigyelések ismeretében megtalalni azt az allapotsorozatot,
ami a leginkabb valoszini, hogy az adott megfigyeléseket generalta.

argmax ,  P(x,, le.,)
és a munkalovak

P(4)=> P(AE) P(A|Bc)=a P(B|Ac) P(A|c)
S



Szures P(Xt+1 |el:t+1) :f(eHl’P(Xt |el:t))
P(X, le...)=P(X,, |e.,.e,) (felosztva a bizonyitékot)
=aP(e, | X, e )P(X, |e.,)  (aBayes szabalyal)

=aP(e, | X, )P(X, |e.,) (a bizonyiték Markov tulajdonsaga miatt)

rekurziv becslés

TP e P | RE: LY, 5.6, )P )

=aPe, | X,)2uxP(X,, |x}

(kihasznalva a Markov tul-t).

Linearis rekurziv becslés
]
luN+1:f(eN+19:uN) ,uN=N(el+ez+...+eN) e=a+N(0,0)

1 N 1

e — - + —=e
N-I—l( N+1 :uN) N_l_l:uN N-I—l N+1

Hy = Hy T



Sz{irés 0.500 0.627

0. SDD 0.373
True 0.500 0. 18 D.JBS

False 0.500

1. nap: az eserny0 feltinik, U1 = igaz.

Elb6rejelzés t = 0-rol t = 1-re: P(R1) = Z,, P(R1]r0) P(r0) = <.7;.3> <.5,.5> = <.5;.5>
a t =1-beli bizonyitékkal valo frissités azt adja, hogy

P(R71|U1) = a P(UT|R1) P(R1) = a <.9;.2> <.5;.5> = 0 <.45;.1> = <.818,;.182>.

2. nap: az esernyo feltinik, U2 = igaz.
El6rejelzés t =1-r0l t =2-re:
P(R2|UT)=Z,, P(R2|r1) P(r1|UT) = <.7;.3> <.818;.182> = <.627,.373>
a t=2-beli bizonyitékkal valo frissités pedig azt adja, hogy
P(R2|U1,U2) = a. P(U2|R2) P(R2|U1Y)
= <.9;.2><.627;.373> = a <.565;.075> = <.883;.117>.



Elérejelzés P(X,,, |e,) = 2x P(X,, |x)P(x,|e,)

Mi torténik, ahogy egyre tavolabbra prébalunk elbre jelezni a jovében?

Megmutathato, hogy az Esé elGre jelzett eloszlasa a <.5; .5>
fix ponthoz konvergal, ami utan allandé marad a tovabbiakban.

Ez az atmenet modell altal meghatarozott Markov folyamat un.
stacionarius eloszlasa.

Keverési ido (mixing time) — kb. a fix pont eléréseéig eltelt ido.
Gyakorlatban kudarc minden olyan kisérlet, ami a keverési id6 kis
hanyadanal nagyobb szamu lépés mulva kisérli meg az aktualis
allapotot elorejelezni.

Minél bizonytalanabb az atmeneti modelli,
annal rovidebb a keverési id6 és a jovd annal homalyosabb.

P(Xt+2 |el:t) — Z’CHIP(XHz |xt+1)P(‘xt+1 |81:t)
=20 P(X,,, |%,.) 20 P(x,,, |%,)P(x, |e,.,)

t+1



0zicio elorejelzése

10 meters



Simitas

P(X, |e.,)=P(X,|e.;.e..,) (Bayes szabaly)
=aP(X, |e. )P(e.,, | X,,e..) (a feltételes fuggetlenség)
=aP(X,|e.. )P(e.,., |X,)

P(eyr, | X,) =25, P(ey, | X, )P(x, | X))

=2, P, | %0 )P | X))

=2 P(ey | X )P, | X0, )P (X | X))

egy egyszeru rekurziv folyamattal kiszamithato



0.500 0.373 eldre-hatra
True 0500 D.!’IB D_E!aa a|goritmus

False 0.500 D.'I' 82 DTT eldre
0.883 0.883 simitas
0.117 0.117
0.690 1.000 hatrafelé

Esernyd @

Az EsoO valoszinlségenek simitott becslése t =1-nél, az 1. és 2. napi evidenciabal:
P(R1|U1,U2) = o P(R1|U1) P(U2|R1).

A korabbi szirésbél az els6 tényez6 <.818;.182>.

P(U2|R1)=Z , P(U2|r2) P(Q|r2) P(r2|R1) = 9x1x .7+ .2x1x.3; =<.69;.41>.

Az Esé simitasa az 1. napon P(R7|U1,U2) = a <.818;.182> <.69;.41> = <.883;.117>.
A simitott becslés jobb, mint a szlrt becslés (.818). Az Esernyd a 2. napon
valoszinlbbé teszi, hogy esett a 2. napon, és mivel az esé tartésan esik, meg
valoszinldbbé teszi, hogy esett az 1. napon.




A legvaldszinlUbb sorozat megtalalasa — Viterbi algoritmus

Esé Eso EsG ; Eso 4 Esé 5
allapottér 1 937 igaz gaz gaz igaz
utak <
. hamis hamis hamis hamis hamis
esernyo igaz igaz hamis igaz igaz

Megfigyelt sorozat: igaz, igaz, hamis, igaz, igaz
Mi a legvaldszinlbb: Es61, Es62, ..., EsOS érteke?

25 = 32 lehetséges sorozat, de lehet egy becslés felsorolas
nélkul? Fokozatos szlirések, simitasok?




A legvaldszinlUbb sorozat megtalalasa — Viterbi algoritmus

A legvaloészinlbb sorozat =/= a legvalosziniibb allapotok sorozata!!!

A legval6szinlibb sorozat X, , -hez

= a legvaloszinlibb sorozat valamelyik X, -hez és egy lépéssel tovabb

max P(x,,X,,..., X, X, | €.,,1)

— P(et+1 |Xt+1)n£aX(P(Xt+l |xt)xmaX P(xlﬁ‘xzﬂ"'9xt—1’xt |el:l‘)))

15eees X1
m, ., (i) megadja az i allapothoz vezet® palya valdszinliségét.
Félfrissitéesben 0sszeg helyett max szerepel.

m,.,., = Ple., |

Xt )Inan(P(XHl |xt)m1:z‘)

+1



A legvaldszinlUbb sorozat megtalalasa — Viterbi algoritmus

Esé Eso Esé ; Esé 4

allapottér o 1997
utak
. hamis

esernyd igaz igaz hamis igaz

allapottér
utak ]

igaz

hamis

0173

o 7



Rejtett Markov modell (RMM) (Hidden Markov Model, HMM)

RMM egy id6beli valosziniségi modell. A folyamat allapotat egyetlen
diszkreét valoszinlségi valtozo irja le. A modell tulajdonsaga a rejtett
allapot, azaz a (sztochasztikus) allapotfejlodés és annak passziv
(sztochasztikus) megfigyelése.

(N tulajdonsag, M tunet??)
Kalman-sziré
Egy fizikai rendszer allapotanak becslése (pl. hely, sebesség) idében
egymast kovetd zajos megfigyelésekbdl:
atmenetmodell = a mozgas fizikaja
érzékeld modell = a mérési folyamat

folytonos valtozok!

Gauss kiinduld eloszlas,
linearis Gauss allapotatmenet modell
és megfigyelési modell




Gauss eloszlasok frissitése

Ha sziirés P(X, |e.,) Gauss, és az allapotatmenet is Gauss,

akkora P(X,,, |e.,) = j_r, P(X,,,|x)P(x, |e. )dx, joéslasis Gauss.

Ha a jéslas P(X, le.) Gauss, €s a megfigyelés is az, akkor
a frissitett eloszlas is Gauss.P(Xt L X DPX ., e,

+1

ale.n)=aP(e

tehat egy tobbvaltozés Gauss N(y,,~,) minden t-re.

Altalanos (nemlinearis, nem Gauss) folyamat esetében:
a posterior leirasa korlatlanul no, t — ool P(X, |e.,)



Altalanos Kalman frissités

Allapot atmeneti és X, = Fxt + W, P(x,,, |x)=N(Fx, 2 )(x,,)

megfigyelés modellek: e —Hx +v P(e | x,)=N(Hx,Z,)(e)

%, =F% +K_ (e, -HF) X _ =(1-K_ )FLF +)

r+1

F az allapot atmeneti matrix; £ az allapot zaj (w) kovarianciaja
H a megfigyelés matrixa, Z_ a megfigyelési zaj (v) kovarianciaja

K, =(FZF +Z )H (H(FLF +% )H" +% )"

az un. Kalman erosités matrix

A K,, 2, amegfigyelésektdl fliggetlenek, szamithatok off-line
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Dinamikus Bayeshale @ —~
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Minden egyes szeletben tetszdleges szamu allapotvaltozgdja (X)) és
bizonyitékvaltozdja (E,) lehet.
Egyszerisités: a valtozok és kapcsolataik pontosan ismétlédnek szeletrdl

szeletre = elsérend( Markov folyamat, igy minden valtozénak csak a
sajat szeletében vagy a kozvetlenul megel6z6 szeletben lehetnek szulei.

Minden RMM reprezentalhato, mint egy DBH egyetlen allapotvaltozoval és
egyetlen bizonyitékvaltozoval.

Minden diszkrét valtozés DBH reprezentalhato, mint egy RMM. A DBH
osszes allapotvaltozoja osszekombinalhato egyetlen allapotvaltozova,
aminek az ertékei az egyes allapotvaltozok értékeinek az egyuttese.




Minden Kalman-sziro reprezentalhaté egy DBH-ban folytonos valtozokkal
és linearis Gauss feltételes eloszlasokkal

De nem minden DBH reprezentalhato egyetlen Kalman-szlr6 modellel.

Kalman-szUr6: az aktualis allapoteloszlas mindig egy egyedulallo
tobbvaltozos Gauss eloszlas — egyetlen ,dudor” egy konkrét helyen.

A DBH-k ezzel szemben tetszbleges eloszlast kepesek modellezni
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Bivariate Normal Density — r=0.7
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Egzakt kovetkeztetés DBH-kban

Naiv modszer: a halo kibontasa és akarmilyen egzakt algoritmus.
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Probléma: kovetkeztetés koltsege idovel nG. Kibontasos szlrés: t+1 szelet
hozzaadasa, t szelet kiosszegzeése valtozo eliminalassal. Faktorok nagysaga,
felfrissités koltsége exponencialis, nincs pontos é€s hatékony kovetkeztetés.

Kozelitd kovetkeztetes DBH-kban

Valoszinlseégi sulyozas: pontossaga leromlik, ha a bizonyitékvaltozok
.lentebbiek” a mintavételezett valtozoknal, ekkor a mintak generalasara
nincsen hatassal a bizonyitek.

Egy DBH tipikus strukturaja: Az allapotvaltozok egyikének sincs egyetlen
bizonyitékvaltozoja sem az 6sei kozott!

Egy adott pontossagi szint fenntartasahoz, a mintak szamat exponencialisan
novelni kell £ flggvényében.




Részecske szures (particle filter)

Kalman sziiro Részecske szliro
Allapotegy. Linedris allapot és Nemlinearis allapot és
megfigyelési egyenlet megfigyelési egyenlet
o Gauss, unimodalis Akarmilyen,
Za) tipusa uni- v. multimodalis
Kimenet R
X, o, p(x,)
Megoldas Egzakt, optimalis Kozelito
Szamitas Gyors Lassu
(Sequential) Monte Carlo filters
Egzakt modell kozelito Bootstrap filters
megoldasa, a kozelitd modell Condensation
egzakt megoldasa helyett Interacting Particle Approximations
Survival of the fittest




Részecske szures (particle filter)

P(X,

/

= x

joslas

3

le...)=aP(e, |Xt+1)2sz(Xt

l P(e x;)

/

joslas

«’

P(xo)
P(x, [x) 4{
P(x,)
‘-
frissités
\b P(x,|e)
P(x, X)) 4{
’/’— P(x;[e;)
frissités

l‘i P(e, [x))

Wy

P(x,| e;)

v

rekurziv szlrés

|xt)P(xt |el:t)

+1
frissités
evidenciaval

joslas
dinamikav

reszecskefelh6

Kezdeti
/—‘\é,llapctelcszlés




Reészecske szlres e peif) Sulyok szémitésa

(particle filter) éllapoteloszlas A megfigyelésbal

=
i

Allapotfrissités
x1=f(x0, zaj)

Ujramintavételezés

o
Alap algoritmus: —u—om—;—- H
-

1. Inicializalas (a priori)

2. Dinamikus frissités (részecskek elmozdulnak)
3. Evidenciafuggd frissités (sulymodositas)

4. Ujramintavételezés (ha sziikséges)

5. Uj evidencia - goto 2
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