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1. Bevezetés 1.1. A Méréselmélet c. targy célkitiizése

A Méréselmélet c. targy arra vallalkozik, hogy rendszerezett formaban attekintse azokat a megfontolasokat és mdodszereket,
amelyek alapvet6k mérési adatok felhasznalasa és feldolgozasa soran. (alternativ elnevezés: Mérés- és adattudomany)

A mérési adatok a bennlinket korilvevé valdsag megfigyelésébdl szarmaznak, annak jobb megismerését és befolydsolasat

teszik lehetdve. A jobb (“pontosabb”) megismerésre és

) , L. . i o befolyasolasra iranyuld torekvés
megfigyelés mérési adat megismerés befolydsolas valdjaban egy permanens folyamat

amely az el6zetes, és a méréssel
* Nyers adat: A szenzorok kimenete az Un. nyers adat. (A nyers adatokat [negsz,erze'ft [sm,eretek,e_gyre finomabb
: , . . L L Otvozése révén éri el céljat.
legfeljebb atlagolni szoktuk zajcsokkentési célbdl.)
 Meért adat: A nyers adatokat kalibraljuk, és szabvanyos mértékegységet rendelliink
hozzajuk. Ez a folyamat a jelkondicionalas, melynek eredménye a mért adat. 0

* [Egyeztetett adat: A mért adatokat tovabbi vizsgalatnak vetjik ala: hihet6ség-
vizsgalat, kiugro adatok kisz(lrése, stb.

Szmtakt/l'<us egyeztetefz a me,rt e,rte!< kontextusa,nak vgsga!ata,nelkul. Kicsi bizonytalansag, Nagy bizonytalansag,
Szemantikus egyeztetés: a mért érték kontextusanak vizsgalataval. nagy pontossag nagy pontossag
MereIS| plzqnyt?qusag: A njert adat mllposegljellem;.OJe. Pontossag?
A mért érték koruli tartomany, amelyrél feltételezzik, hogy (Accuracy)
abban a valddi érték valamekkora valdszinliséggel fellelhetd. . .
; . y L Bizonytalansag ?
Szamszerdiisitése: a becsilt szorassal. .
A tibus: <7612 résbdl. B tibus: sz6r4 L bl (Precision)
ipus: szoras a méréshdl. B tipus: szoras az a priori ismeretbdl. Kicsi bizonytalansdg,  Nagy bizonytalansag,
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Pontossag (Accuracy): A mért értékek mennyire vannak kozel a helyes (elméleti) értékhez?]> Torzitas (distortion):
Bizonytalansag (Precision): A mért értékek mennyire vannak kdzel egymashoz? »Félrehordas

Asszociacio: Orak szinkronizalasa: (a) Az 6rak pontossaga érdekében toronydrahoz/atomérahoz (Un. kiilsé szinkronizacio)
(b) Az 6rak kis bizonytalansaga érdekében egymashoz (Un. bels6 szinkronizacio)

1.2. Mit tanultunk Méréstechnikabol?

Ezen témakorok ismeretét a

Meérés és modellezés  Mérési hibdk (modellezési, tviteli és miszer-hiba) Méréselmélet targy el6tanulmanyi
modellillesztés hibaterjedés (a teljes differencial alkalmazasa) kévetelményének tekintjiik.

mérbeszkoz strukturak (soros, parhuzamos, visszacsatolt)
jelatalakiték hibai (nullpont, terhelési, h6mérsékleti, kalibracios, stb. hibak)
a mUiszerek pontossaga (analdg, digitdlis; alkatrész és frekvenciafliggés)

Elemi mérési modszerek (differencia, kozvetlen és kozvetett 6sszehasonlitds, helyettesit6, felcserélési vagy Gauss modszer)
Mérési sorozat kiértékelése (a helyes érték legvaldszinlibb értéke/becslGje, a becslés bizonytalansdga; az atlag szérdsa; stb.)
A mérési bizonytalansag kifejezése (a GUM maodszer)

[
| . .
A valosag (tere) | A megfigyelések (tere) A dontések/becslések (tere)
|
|

1.3. A mérési eljaras sajatossagai
A mérési eljaras a megismerési folyamat
része, amelynek soran a rendelkezéslinkre X

allé ismereteinket pontositjuk, ill. bévitjuk.
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A mérés soran a valosag jelenségeit
szeretnénk megragadni. — bizonytalansag

. 4 L sy Zajos) csatorna
Olyan jellemz6&kre épitlink, amelyek (zajos)

valamilyen értelemben stabilitast mutatnak. |- ~ - ~ -
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Fontos szerepet kapnak:

- az dllapotvaltozok (x), amelyek valtozasai a

kblcsonhatasok révén fellép6 energia-
folyamatokhoz kothet6k (feszliltség,

nyomas, h6mérséklet, sebesség, stb.)

- a paraméterek (a), amelyek a kdlcsdonhatasok
intenzitasviszonyait ragadjak meg, €5

A valosag (tere)

W) Ey -

(zajos) csatorna

- a strukturdk (S), amelyek a rendszer-
komponensek kapcsolatait irjak le.

A valdsag ,tere” egy olyan absztrakcid,
amelyben a vizsgalt jellemz6k konkrét
értékei a tér egy pontjanak felelnek meg.

A mérés elbtt a pont koordinatait nem ismerjuk.

A mérések soran egy-egy ilyen pont koordinatainak
meghatarozasara (megmérésére) torekszink,

ami — ismert modon — csak kozelitéleg lehetséges
(a mérés hibaval terhelt).

Tovabbi nehézség, hogy a mérend6é mennyiséghez
sok esetben nem fériink kozvetlentl hozza, ezért
tobbnyire csak valamilyen leképzésébdl tudunk

kiindulni.

Ezt a leképzést nevezziik megfigyelésnek.
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Modell Inverz modell

Megfigyelés determinisztikus csatorna esetén:

A megfigyelt “valdsagot” autondm rendszerként képzeljuk el, és diszkrét
modellel irjuk le.
A ,valdsagot” és a megfigyelést leird allapot, ill. megfigyelési egyenletek:

x(n+1) =Ax(n), | dim[x(n)] =N, dim[A] = N *N
y(n) = Cx(n) | dim[y(n)] =M, M < N,dim[C| =M+ N
Tudunk egy ilyen modellt invertalni? Altalaban nem!

Mikor tudunk? | Ha C1 Iétezik! 4

megfigyelési folyamat ,inverze”




Ha nem létezik C~1, akkor mast kell csindlni! A megoldas egy szimulator! Ehhez a modellnek be kell épiilnie a szamitdgépbe!

x(n+1)= Ax(n)
y(n) = Cx(n)

Ennek az eszkdznek a neve: megfigyeld, amely a ,valdsag” masolata

=]

L

y(n) etn}r

N[ X(n+1)= A3(n) + Ge(n)

Korrekcio / ¥(n) = Cx(n)

igyekszik lenni azaltal, hogy egy korrekcids/tanuld/adaptald
im — mechanizmus eredményeképpen koveti azt.

Célunk az x(n) allapotvektor becslése.

Ezt vezéreljik a megfigyelt értékekkel! A kovetés bekdvetkeztével a mérés ,eredménye” X(n) a megfigyel6bdl olvashato ki.
A megfigyel6ben megvaldsuld ,masolat” allapot, ill. megfigyelési egyenletei:

x(n+1) =Ax(n) + Ge(n)

ym) = Cx(n)

G: korrekciés matrix; dim[G]=N * M, e(n) = y(n) — y(n)
A G matrixot ugy tervezziik meg, hogy| X(n) — x(n).
A minimalizalando allapothiba az allapotegyenletek kiulonbségeként irhatd fel:

Jf(n +1)—x(n+ 1)} = Ax(n) — Ax(n) — Ge(n) = (A — GC)\(x(n) — 55(11))}.

Y
en+1)
A G matrix tervezése:| e(n)——0, | aminek érdekében e(n + 1) < g(n), lehetbleg ¥ n-re.

em+1) =Fen)

n—-00

Y
F g(n) F az un. hibarendszer adllapotatmenet matrixa.

F cs6kkenti £(n) hosszat minden lépésben: ,kontraktiv”.Az £(n) hibavektorral kapcsolatos egyenl&tlenség a vektor hosszara
(normajara) értelmezendd, skalar esetben pedig a hiba abszolut értékére. Elvaras: a hibarendszer a belsé energiajat disszipalja.
Esetek: 1. F = A — GC = 0. Ebben az esetben G = AC~!. Ez akkor lehetséges, ha C négyzetes, azaz a megfigyelés éppen
annyi komponens(, mint maga az allapotvektor!
2. FN = (A — GC)Y = 0.Ebben az esetben a hibarendszer N [épésben konvergal:

Az egyenlet explicit formaban megoldhaté! | A konvergencia egyetlen lepéses!

x(N) — 2(N) = (A - GOV (x(0) —2(0)) = 0

Az FN = 0 tulajdonsagu matrixok, az in. nemderogatérius nilpotens
matrixok, amelyek sajatja, hogy valamennyi sajatértékiik nulla. (
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Az ilyen tulajdonsagu allapotatmenet matrixszal jellemezhet6 rendszerek véges impulzusvalaszuak (Un. FIR rendszerek), hiszen

a kezdeti hiba véges lépésben elt(inik.

3.Ha FY = (A — GC)" # 0, akkor a stabilra tervezett hibarendszer allapotvektoranak hossza exponenciilis jelleggel csdkken.
Egy ilyen hibarendszer akkor lesz stabil, ha 6sszes sajatértéke az egységsugaru koron belul helyezkedik el.
Az ilyen tulajdonsagu allapotatmenet matrixszal jellemezhetd rendszerek végtelen impulzusvalaszuak (un. /IR rendszerek),

mert a kezdeti hiba csak végtelen lépésben tlinik el.

Megjegyzések: 1

1. A megfigyel6 elrendezés mindkét modellje ,gerjeszthets” Mpt)=dxm |y id
egy koz0s gerjesztéssel. Y)=Cxn) [ y(n) e(n)] MOTrERCO
Mivel a modellek linearisak, a szuperpozicio értelmében a

N
_l/

x(n+1)= Ax(n) + Ge(n)

y(n)=Cx(n)

L J

V(n)

megfigyel6 konvergencidja valtozatlanul megvaldsul. u(n)

2. Az abra szerinti megfigyelSt Luenberger megfigyel6nek nevezzik. Luenberger szerint majdnem minden rendszer megfigyeld.
A megfigyeld tulajdonsag feltétele, hogy a megfigyel6 legyen ,,gyorsabb”, mint a megfigyelt rendszer, kilénben nem képes

kovetni a valtozasokat.

3. Egy ellenallas- vagy impedancia-mérd hid ismeretlen elemet tartalmazo hidaga a valosag fizikai modellje, a kiegyenlité elemet

tartalmazo aga pedig a megfigyel6ben felépiils, beallithaté/hangolhaté modell.

T 1 A hidagak osztopontjan megjelend fesziltségek kilonbsége vezérli a hangolast, és a végén a két

. /,:; feszlltség megegyezik, a beallithato elemrdl leolvasott érték segitségével meghatarozhaté az ismeretlen.
x Ununt A N 1 . z .
U () F el £z az ar,amk?r, E,a, Példa: 1 0 1 07 Hogyan allitsuk be G-t?
v M hangolast végz6 Adott A = l ]; C = l : iy

R R . PRy 0 -1 0 1) Milyen konvergenciat akarunk?

operator részvételével
T T megvalositja a Itt van lehet8séguink egylépéses G=AC1=A4= [1 0 ]

megfigyelst. konvergenciara, ehhezaz A = GC 0 -1

linearis egyenletrendszert kell megoldanunk:
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Példa: Adott A = l(l) _01]; C =1 1].Hogyan allitsuk be G-t? | ¢ = [‘go] =7 |Itt nincs garancia az egylépéses konvergenciara!

N =2.
GC = ‘Z‘l’] 1 1] = g‘l’ ‘Z‘l’], [A—GC| = ll_g*fo » _g‘igll, [A— GC]? = 0 alapjan:
ll—go ”1 do  —9o ] [ 1—2g0+ g5 + gog _go+g(2)+90+9091] =l0 0

—91 ~“l-gill -1 —-1-01 |-gi+gi+g1+gog1 1+29:+9f+gog.| '0 O
A mellékatlo kifejezéseit a f6atlo kifejezéseibe behelyettesitve kapjuk:| 1 —2g, =0, || 1+ 2g, =0, amibol: go =_ 0_% c
EIIenc’Srzésképpen:[O.S —0.5] lo.5 —0.5] _ [0 o] 91 -

05 —05/l05 —05/ " lo 0
1-05 05

Példa: Hatarozzuk meg [A — GC] sajatértékeit erre az esetre: det[Al — A+ GC| =0 det [

= (A —=05)(A1+0.5) +0.25=2* - 0.25+ 0.25 = 0. | Mindkét sajatérték nulla.
Megjegyzések:

1.Ez a tulajdonsag altalanosan igaz véges lépésben konvergalni képes rendszerek esetében.
2.Az ilyen rendszerek atviteli fliggvénye olyan (elfajuld) racionalis tortfliggvény, amelynek valamennyi pélusa az origoban van:
ay + aAn-1Z + aN_ZZZ‘l‘. - +a1ZN_1

HZ2) =az7 ' + a,z7%+...+ayz7V = - Ezek az un. véges impulzusvalaszu (FIR) sz(ir6k.
Z

05 A+05 "

1dé , I felelgie: _ . — 2+ — N | ahol a valés ideji kiszamithatosag miatt
dStartomanybeli megfeleldje: y(n) = a;x(n — 1) + axx(n )+ Fayx(n ), csak x(n) korabbi mintai szerepelhetnek!

Példa: A sajatértékekre vonatkozo feltétel felhasznalhatd a gyés a g, értékek meghatarozasara:

_ A=1+g9 9o _ 92 a2
det|Al — A+ GC| =0, det 0 141+ gy =1+Ago+91)+go—9g1—1=21=0.

Ebbél: go + g1 = 0, ill. go — g1 = 1, amib8l: gg = 0.5 és g, = —0.5. | Ugyanarra az eredmenyre jutottunk!
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Megfigyelés zajos csatorna esetén: | Mivel a zajt véletlennek tételezzik fel, ezért a megfigyelt értéklink valdszinliségi valtozd!

Ennek kovetkeztében a megfigyeld allapotvaltozdja, és ennek kdvetkeztében a hibarendszer allapotvaltozdja is az lesz!
Ebben az esetben nem lehet ¢(n)———0 az elvardsunk! Helyette a hibarendszer allapotvaltozoi altal hordozott atlagos

n—0o

Jteljesitmény/energia” szintet igyeksziink minimalizalni, amikor a G matrix legjobb bedllitasat keressuk.
N-1
E zgﬁ (n) ¢ = E[eT (n)e(n)] = trace E[e(n)e" (n)] = traceP(n) —_—>min
k=0

e(m+1) =Fe(n) | helyett | E[e(n + el (n + 1)] = FE[e(n)eT(n)]FT = FP(n)FT | hibarendszer jellemzést hasznélunk.

1.4. A zajos csatorna modellezése

Véletlen események leirasara valdszinliségi valtozdkat, ill. sztochasztikus folyamatokat hasznalunk.
Az x(w) valdszin(iségi valtozo egy olyan fliggvény, amely a valdszinliségi eseménytér w eseményeihez valds szamokat rendel.

A véletlen jelenségekbgl  (relativ) Az x(t, w) sztochasztikus folyamat egy olyan fiiggvény,
akaorisa A , . , . ,
szarmazd mintakbal B " & amely a valdszin(iségi eseménytér w eseményeihez valds
hisztogramot készitve 1 id6flggvenyeket rendel.
i Se71Ni1c A gtochasztikus folyamat
nrle%k:iu pjlfk a \{aloszmuseg 4 (@, £)
strliségfliggvény G NV QN Sy A —
statisztikai jellemzését. > ] m
Xg I{I‘.’J.?} _“_h‘f’_\mt?l—_uhl\_}%_-_ﬁ"ﬁ’
Ha a hisztogram felbontasat minden hataron tul | * (@o o)
finomitjuk, és végtelen szamu kisérletet végziink, akkor

tu = 5\“
megkapjuk az £ (x) Un. valészinlség slrlségfliiggvényt. Ezen fliggvények adott idGpontbeli (pl. to) értékei e
Méréselmélet 1. eléadds, 2021. februar 10. egy valoszinlségi valtozot reprezentalnak. .




2. A dontéselmélet alapjai

Példa: detektalas radarral. Binaris vagy kéthipotézises dontés: | eldontendd a jelenlét vagy a jelen nem |ét kérdése.

A csatorna zajos, ugyanarrol a jelenségrél rendre eltéré értékd megfigyeléseket kapunk.

El kell dontentink, hogy — egy vagy tobb megfigyelésre alapozva — a két lehetséges

forras dontés
: | hipotézisbdl melyiket fogadjuk el:
: megfigyelések " dontések tere
tere H, hipotézis: az (ellenséges) objektum nincs jelen. || H; hipotézis: az (ellenséges) objektum jelen van.
Lehetséges hibak: Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valdszinlsége P,; (miss probability). Tévesztés valdszinlisége

Elfogadjuk H,-t, holott H, igaz. Ennek valészin(isége Py (false alarm probability). Teéves riasztas valoszinisége

A dontéshez el6zetesen felvesszik a megfigyelések hisztogramjat, és abbdl kozelitéleg elballitjuk az f(Z|HO) és f(Z|H1)
feltételes stirliségfliggvényeket. Ezeket csatorna- karakterisztikaknak is nevezziik.

dintési kiiszob Keressuk a dontési kiiszobot valamilyen optimum kritérium szerint.
Mivel a slirdségfliggvények atlapolddnak, ezért a dontési kiiszob meghatarozasa
nem trivialis.
Az ehhez alkalmazhaté konkrét stratégia a rendelkezésre allé informacio fliggvénye.
\ flzlH)  Kéthipotézises Bayes dontés: Alkalmazasi feltételek:
1. Ismerjlk az un. a priori valdszinlségeket: Hy —» P, és H; — P;.
2. Ismerjlik a csatornakarakterisztikakat: f(ZIHO) és f(ZlHl).
Definidljuk a koltségeket:
C;; annak a kéltsége, hogy az i-edik hipoteézist fogadtuk el, holott a j-edik igaz.
Ertelmezziik a bekdvetkezési valdsziniiségeket: =
P(Hl-lHj), ahol az i index a feltételezett hipotézis, a j index pedig o <a
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dantési kilszdh

I Ha a klszob alatti (Z,) tartomanyba esik a mért érték, akkor H,-t fogadjuk el.
f’f' \ Ha a klszob feletti (Z;) tartomanyba esik a mért érték, akkor H;-t fogadjuk el.

feltia ’f Pu | \ s \ falrd A cél: a kiiszob olyan bedllitasa, amely az atlagos kockazatot (risk)/koltséget (cost) minimalizalja

f N

|'I " /: . R = \COOPOP(HolHO), + \C10P0P(H1|Ho’) + \601P1P(H0|H1,) + \C11P1P(H1|H1),

o o. 4 i ! v T Y

A kifejezés minimumat a déntési Annak koltsége, hogy Annak koltsége, hogy Annak koltsége, hogy Annak kdltsége, hogy
kiiszéb értékének alkalmas H, kovetkezett be,  H, kbvetkezett be, = H; kovetkezett be,
megvalasztasaval érjuk el.

H, kovetkezett be,
és azt is fogadtuk el.  és H,-t fogadtuk el. és H,-t fogadtuk el.
A
[

és azt is fogadtuk el.
.o 7 . 7 7 V24 J4 A A A
A bekovetkezési valoszinlségek ‘ ‘ ‘ ‘
szamitasa:

P(H;

\

R = CooPo fzof(leo)dZ + C10Po lef(ZlHo)dZ + Co1Py fzof(ZlHl)dZ + C11P lef(ZlHﬂdZ-
H) = H)dz,
i) fzif(z| 1)dz Mivel [, f(z|Ho)dz = 1 — Iy, f(z|Hy),

és [y, fz|H)dz =1 [, f(z|H))dz.

R = CyoPy + €11 Py + Py(Coo — Cy0) fzof(Z|Ho)dZ + P1(Co1 — C11) fzof(Z|H1)dZ-

\ J \
TngUk fel, hogy ClO > COOI és COl > Cll !

<0
Tekintsuk a dontési kliszob helyét az 6sszefliggésbeli

egyvaltozods integral fuggvény fluggetlen valtozéjanak! o
Az atlagos kockdzat minimuma a z valtozd azon értékénél (a keresett dontési  PuCiw—Co) f(AH)
kiiszobértéknél) van, amelyre

_;'r\.a"j,__ | v Pr(Coy = Gy ) fU2H, )

naveli a kaltséget _#--Ig" - 0
PO(Clo - COO)f(ZlHO) = Pl(C01 — Cll)f(Z|H1). g

llll
II ERER \
A kiadddo dontési kliszobértéktdl akar jobbra, akar 7— - - z
Méréselmélet 1. eléadds, 2021 februdr 10. balra eltérve az atlagos kockazat névekedni fog.
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valoszer(iség
=1n=A2) un. , likelihood” arany

f(z|Hy) _ Py(Cyo — Cop)

Py(Cip — COO)f(ZlHO) = P;(Co1 — C11)f(Z|H1)

f(z|Hy) B Py (Co1 — C11) - fuggvény
Ha az aktudlisan megfigyelt értéket behelyettesitjiik a ,likelihood” arény fliggvénybe, és ha A(z) > n, akkor a dontés H;_
H; | Ez az Un. Bayes dontési szabaly vagy likelihood arany teszt. ha A(z) < n, akkor a dontés H,.
A(Z)Z?] Megjegyzések: H1
H, | 1.Haa koltsegeket ugy valasztjuk meg, hogy n = 2o Iegyen akkor a szabaly Plf(z|H1) Pyf (z|Hy) alakban irhato.
utolagos HO

Ez megegyezik a P(H,|z) P(HOIZ) feltétellel, vagyis ilyenkor a dontést az a posteriori valdszin(iségek alapjan hozhatjuk meg.

H
P(Hy|z) annak a vanszmusege, hogy z-t mérve Hy, P(H,|z) pedig annak a valdszinlisége, hogy z-t mérve H; kovetkezett be.

Ezt a specialis esetet maximum a posteriori (MAP) dontésnek nevezziik.
P;l valoszer(iség

2.Szokdsa A(z) = IlnA (Z)< Inn =y, un. log-likelihood aranyt is hasznalni.
Ho

Méréselmélet 1. el6adas, 2021. februar 10.



