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Fontos lizenetek:
1. A paramétereiben linearis modelleket azért kedveljik, mert
negyzetes hibakritérium esetén a szélscérték-keresés linearis
egyenletrendszer megoldasara vezet, mivel a négyzetes
kifejezések paraméterek szerinti derivalasa linearis
Osszefliggest eredmenyez.
2. A modellillesztés feladatat alapvet6en kétféle modszerrel oldhatjuk

meg:
(a)  ,batch” vagy ,off-line” jelleggel, amikor felvett
regisztratumot utolag dolgozunk fel;
(b) iterativ, rekurziv, ,on-line” jelleggel, amikor a felvétellel
parhuzamos a feldolgozas.

3. A modellillesztés céljat illetéen is alapvetéen két nagy csoportot
kildnbdztetlink meg:
(a) identifikacio: a lehetd legpontosabban szeretnénk megragadni
a valosagot,
(b) adaptacio: a lehetd legjobban szeretnénk kdvetni a valdsagot,
a valosag valtozasait.
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Optimumkeresés
JW@) = Jmin + W) = WHTRW (1) = W*) = Jinin + VT (W)RV(n)
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AG(n+ 1) =VItn+ DV(n+1) —VI(n)V(n) =
4pe*(m)(1 — uX" (MX(™M)).

- €e (n) = y(n) = Ye(n)

Equation-Error (EE) forma

Stabilitaselméleti megkozelités:
Masolt paraméterek

G(n) =VT(n)V(n).



5. Szliréselmélet alapjai
(Jegyzet 58-70. oldalak)

5.1. Optimalis nemrekurziv becslo (skalar Wiener Sziiro)

N-1 un. linearis batch processzorral, ahol y,, v4,..., Yy-1
Keressik x legjobb becslfjét % = z apy,  (247) jelolik a megfigyelési adatokat, a {a,}, k =0,1,...,N—1
pedig ismeretlen sulytényezok.

k=0
A legjobb / /T Legjobbnak azt a becslést Megmutatjuk, hogy ez
becslés € tekintjuk, amelyik legkisebb ekvivalens azzal a
geometriai hibaval jar: ez az x vektor megoldassal, amelyet a
interpretacioja 1 X altérre torténd merbleges  négyzetes  hibakritérium
(29. abra): ; > » vetitéséevel all elo. minimalizalasaval kaptunk:
0

N-1
e=x—%, E{e?} =E{(x —%)*}=E{ (x — z aryi)? (248) Elvégezve a derivalast:

N-1 k=0 . .
0E{e?} B B B , Ez utobbit ortogonalitasi egyenletnek
da; —2Eq| X - E : aeyi |yj (= 0,E{eyj} =0,¥j—re.  (249) nevezziik, mert a vektorokkal torténd

k=0
geometriai interpretacioban éppen azt fejezi ki, hogy az optimalis

beallitas eseten az e hibavektor merdleges valamennyi y; vektorra.
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A (249) Osszefiiggés atrendezésével: ahol R,,(k,j) az R,, autokorrelacid matrix (k,j) index
N-1 eleme, P, (j) a P,, keresztkorrelacio vektor fedik eleme,

Z ax E{yiy;} = E{xy;},j =012,....N—1.  (250) ahol most (a korabbiakkal ellentétben) a matrix, ill. vektor

k=0 Ryk)) PO indexében kiilon jeleztilk, hogy mely mennyiségek auto-,
. . L ill. keresztkorrelacidjardl van szo.
Az optimalis esetben megmarado hiba:
N-1 N-1 N-1
et =Elelx= Y awe |{| =Elex)=BlG—Dx) = B0l = ) aBlayi} = B = ) aPuy ()
min oy | k=0 k=0
min

Mindez matrix formaban (ahol W =[ap a; ... ay—1]7):

= E{x*} - PL,R;}P,, = E{x*} - PL,W (252)

min

R, W = P,,,W = R},P,,, E{e*}
1. Példa: Zajos megfigyeléseink vannak x-rol: y, = x + wy.
0 j+k
o2j=k
A korreldcié matrixok: R, (k, ) = E{yxy;} = E{(x + wp)(x + W)} = 0% + 026yj, Py (j) = E{xy;} = o2.
(62 +02)a,+ oZa;++ + ofay_, =02 Osszeadva a N egyenletet:
oZay+ (02+4o0%)a,+- + oZay_, = 0f N-1 N-1 No?2

: : : : (o5 + Na,?)z a, = No?, Z a = ,

k=0

2
k=0 o5 + No
olag+ ofa,+- + (0,? + 02)ay_, = 02 w x

A zaj tulajdonsagai: E{xw;} = 0 Vj —re, E{w;w;} =
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A jel tulajdonsagai: E{x} = 0, E{x*} = o?2.

—->(250)



. 2
o2 Ezzel: (&)

amit soronként visszahelyettesitve: ay, = a; =...= ay_; = 1 N-1 o N1
y h =M W1 TG NG? g = 5 V™ WU 2L 1ok
N o’ N + (“_w) k=0 14N (—x) -
A négyzetes hiba Efe’} = 07 — 0% 7 = — X Ow
varhato erteke: N+ (ax) N+ (ax) azaz az additiv zaj hatasa jelentosen csokkentheto.
Rekurziv becsl6 az optimalis nemrekurziv becsl6bol 2(n) = 1 n—ly(k) Az it_e,récié_s indexhez
Bevezeto pelda: az egyszerd linearis atlagolas rekurziv formaban. N Lwdk=0 iallsgtzc()aalhf’guk)a diszkret
n=12..).
tn D =) ) = DY) + () = 2() + =y ()= £() + = (y(n) — 2()
xan Tnt 1l Ty n+1yn_n+1x(n) n 1) VYT AT T DA TR
, -, ) n—1 1 0.2
A"rekurzw eljaras nagy | y helyett n-tirva £(n) = 2 a,(n)yk), ax(n) = I E{e?(n)}| =—F
elonye, hogy nem kell (v = (29)2): k=0 n+y min n+y
megvarni az  Osszes x Mindezeket megismételve n + 1-re:
adatot:  folyamatosan n 1 , o2
szémolhaté az egyre| X(n+1)= zkzoak(n + Dy, ax(n+1) = ———, Ble“tn+ 13| =ad11y
jobb minosegu becslo. Kovetve a rekurziv atlagold lépéseit:

n-—1

1 1 n+y 1 1
5(:\ n + 1 = k + n)—= Y i + — 5
( ) n+1+yEk=oy() n+1+yy() n+1+yx(n)+n+1+yy(n) x(n) n+1+y(y(n) z(n))
Vd . s 2 1 1 1 1
A negyzetes hiba alakulasa: Ete”(n + D}lmin = Gn+1) __nty _ — 2
E{ez(n)}lmin ak(n) n+1+ )4 1+ L 1+ E{e (n)}lmin
4 4 s Vid 4 7 . n + y 02
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o N, . . 2. Példa: Legyen y = 2, ¢ adott.
A rekurziv 6sszefligges egyitthatoit atnevezve:

2
X(n+1)=am+1)x(M)+bn+ymn) =xi(n)+bn+1(yn) —x(n)) x(n+1) = Z : 3

= 2(n) + — = (y(0) ~ 2(w)

1
x(n) +n—_|_3Y(Tl)

korrekciés tag

5.2. Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman sziiro és prediktor)

A modell, amit alkalmazunk a legegyszer(ibb allapotvaltozés | x(n) = ax(n —1) + w(n)  (264)

modell, amit egy Gauss eloszlasu fehér-zaj folyamat gerjeszt. . 0 n=#j
gy ] TOly ger] E{w(n)} =0, E{w(n)w(j)} = {02 n=j

x(n) = O}ha n < 0 A(264) egy un. elsérend(i autoregressziv folyamat: els§ v

w(n) =0 rendben fligg az értéke az el6z6 ,id6pillanatbeli” értéktél.

Négyzetes varhatd értéke kifejezhetd a zajfolyamat négyzetes varhatd értékével: E{x(n)} = 0, E{x*(n)}=?

2
E{x*(n)} = Ryx(0) = 0 = E{a’x*(n — 1) + w?(n) + 2ax(n — w(n)} = a® Ry (0) + Ry (0) > Ryy(0) = Ow

— 2
R,.(0) = a262 + o E{x(n—1wn)} =0, - f%n) ‘
Rex(1) = E{x(n)x(n + 1)} = E{x(n)(@x(n) + w(n + 1))} = aRyy (0) YOl L[ o1y
R y(2) = E{x(n)x(n+2)} = E{x(n)(ax(n+ 1) + w(n + 2))} = a?R,(0) , _2 TA rekurziv
Rax() = EG(x(n + )} = Ryx()) = aV1R,(0) wmy | PO =G L@l pecsis
mert E{x(n)w(n +j)} = 0,Vn —re, ésVj > 0 —rz W(n=)A = Tn_—n 1 c _l_’y(n) A megfigyelés
| linearis
a modellje
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@, 1 n(n) ———zm | () = am)xX(n — 1) + b(n)y(n) rekurziv sz(ir6

W) |, x(n—l)i: sy 7B IR ]—vf(n—l) 2+ 1) = amE(n) + By (n) rekurziv prediktor

‘ e(n) = x(n) — £(n) ) E{e*(m)} = E{(x(n) — amz(n — 1) = b(m)y(m)’}  (271)
Keressiik az optimalis sulytényezoket: aE;ez(n)} = —2E{e(n)x(n — 1)} = 0, OE{e*(n)} = —2E{e(m)y(n)} = 0
a(n) meghatarozasa: a(n) ,ortogonalitas”! 9b(n) »ortogonalitas”!

E{[x(n) — a(m)Z(n — 1) — b(n)y(n)]&(n — 1)} = 0. Beleirva: a(n)x(n — 1) — a(n)x(n — 1) = 0, y(n) = cx(n) + n(n)
E{[a(n)(x(n —1)—%(n— 1)) —a(n)x(n — 1)]9?(71 — 1)+ [x(n) — b(n)cx(n) — b(n)n(n)]x(n — 1)} =0
a(m)E{—e(n— D2(n— 1) + x(n — Dx(n — 1} = E{[[(1 — b(n)c)]x(n) — b(n)n(n)|2(n — 1)}

Itt E{e(n— 1DX(n—1)}=0, mert 2(n—1) = a(n— 1)X(n — 2) + b(n — 1)y(n — 1) tagjai ortogonalisak e(n — 1)-re.

Hasonldképpen a megfigyelési zaj n(n) mintaja korrelalatlan £(n — 1) értékével.

Behelyettesitve, hogy x(n) = ax(n — 1) + w(n), €s E{w(n)X(n — 1)} = 0, kapjuk: L2()

amME{x(n—Dx(n—1)} =a[(1 -bMn))]E{x(n—Dx(n—1)} = y(r? B cn )
a(n) =al[(1 —bn)c)] || X(n) =ax(n—1) + b(n)(y(n) — cax(n — 1)) » T

b(n) meghatarozasa: (271) «— modell + becslo egyenletei € | a

E{e?(n)} =E {[ae(n — 1) +w(n) — b(n)(ace(n — 1) +cw(n) + n(n))] } Efe(n — Dw(n)} = 0

E{e2(m)} = E{[al1 - b(n)cle(n — 1) + [1 = b()c]w(n) — b(m)n(n)]?) Efe(n — Dn(m)} = 0

Méréselmélet 7. elGadas, 2022. marcius 30. E{w(n)n(n)} =0



A négyzetre emelést kdvetden csak a négyzetes tagok maradnak meg: E{e*(n)} = p(n)

E{e?(m)} = a®[1 - b(n)c]?E{e*(n — D} + [1 - b()c]E{w? (M)} + b*(ME{n* (M)}  E{w?(M)} =0y E{n?(n)} = o2

gg% = —2a*[1 - b(m)clep(n — 1) — 2[1 — b(n)c]coy, + 2b(M)oz =0 | b(n)

a’cp(n — 1) + co?
opt  a’c?p(n —1) 4 c202 + o

Osszefoglalva: A rendszer- és a megfigyelési modell:

b _ 2 1 g2]-1
x(n) =ax(n—1) +w(n) y(n) = cx(n) + n(n) ;n)l opt cpl_(n)z[c P1 (nl) 0"2]
Az optimalis rekurziv sz(iré: ahol  pi(n) = a®p(n—1) + oy

x(n) =ax(n—1)+b(n)(y(n) —ackx(n—-1)) P(n) =ack(n—1), ahol az E{e?(n)} = p(n) négyzetes hiba
minimumat a kdvetkez0 iterativ szamitassal beallitott h(n) sulyozassal kapjuk:

pi(n) =a’p(n—1)+02 b)) =cp(M)[c?pi(n) +o71™" pM) =[1-bn)clp;(n)

Optimalis rekurziv becslo (skalar Kalman prediktor): A rendszer- és a megfigyelési modell:

x(n+1) = ax(n) + w(n) y(n) = cx(n) + n(n) az E{e*(n+ 1)} = p(n + 1) négyzetes hiba
Az optimalis rekurziv prediktor: minimumat a kovetkez0 iterativ szamitassal

t(n+1) = a®(n) + () (y(n) — cx(n)) P(n) = cx(n) beallitott g (n) sulyozassal kapjuk:
p(n) = acpm)c?p(n) + o4]17%, p(n+1) = ala—L(M))p() + 0, 5.3, Optimalis rekurziv becslé (vektor
, Kalman prediktor és sziiro)
Egylepeses -1 S+ 1 .
Kalman y()—2B@) e+ D ) 9 AZ alabbiakban az optimalis rekurziv becslo
prediktor vektoros valtozatat mutatjuk be. A skalar
. esettel ellentétben a Kalman prediktor
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x(n+1) = Ax(n) + w(n) n(n)l
y(n) = Cx(n) + n(n), - ~1
W(Tl) az Un. rendszer-zaj, WL x(n+1) =Ax(n) + w(n) ! | Korrekcis J\ x(n+1) =Ax(n) + G(n)e(n) . ()
n(n) az Gn. megfigyelési-zaj. y(m) = Cx(m) +n(m)  |y(n) €0V —/ () = CX(n)
Mind a rendszer-, mind a e(n) = y(n) — y(n)

megfigyelési-zaj vektor egymastol ésa A mérési eljaras, amit a kiegészitett modellhez rendeliink egy megfigyeld:

rendszer allapotatol miggetien nulla Z(n + 1) = A%(n) + G(me(n) = AX(n) + 6(n)(y(n) - CX())
varnato erteku rener Gauss 1olyamat. Neve: Kalman prediktor

Q(n) = Eiw(m)w’ (n)}

-1

A skaldr esetben G(n) \ Xt D ZEm oo
R — E T L G(Tl) >, A > C »y(n
() ()" ()} szerepét [ (n) toltdtte be. y e
Keressiik azt a G(n) matrixot (az uUn. prediktor erositést), amely mellett a becslési hiba 1
Pmn+1D=E{xn+1)-2n+D]lx(n+1) —-x2(n+D]"}=E{e(n+ D" (n + 1)}

T —
kovariancia matrixanak nyoma minimalis. trP(n+1) = E[eT(n+ De(n + 1)] E{g(")"T(")} =0
otrP(n+1)  dtr[(A— 6()COP(M)(A - 6()O)" + Q) + G(MR(MG" (n)] . E {S(n)wT(n)} =0,

aG(n) 9G(n) = U E{w(n)n"(n)} =0
otrP(n+1) T _ — T T 1] Fn)=4A-G6n)C
O —2[A—-Gn)CIP(n)C" + 2G6(n)R(n) =0.| G(n) = AP(n)C"'[CP(n)C" + R(n)] jeloléssel:
A derivaldsnal a kdvetkezd otr[XwWX'] cotr[xw] . otr[WX']
szabalyokat alkalmaztuk: 0Xx = XW" + XW; ox W ox w,

ahol a W matrix az X matrixtol fliggetlen.
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P(n+1) = E{[Fn)e() + w(n) — G(mn(m)][F(m)e(n) + wn) — G(m)n(n)]"}
Pn+1)=Fn)PM)F'(n) + Q(n) + G(m)R(n)G" (n) Létezik szamitastechnikailag kedvezébb forma:
Visszairva F(n) = A — G(n)C kifejezését, és elso tagjat kifejtve:

P(n+1) =APn)AT —AP(n)CTG"(n) — G(n)CP(M)AT + G(n)CP(n)CTGT(n? + G(M)R(M)G" (n) + Q(n)

Marad az elsd, harmadik és hatodik tag, amibdl: G(n)[CP(n)CT + R(M)]GT (n) = AP(n)CTGT (n)
P(n+1) = [A— G(n)CIP(MA” + Q(n) T

Osszefoglalva: x(n+ 1) = Ax(n) + w(n), y(n) = Cx(n) + n(n). G(n) = AP(n)C"[CP(n)C" + R(M)]™*
X(n+1) = Ax(n) + G(n)[y(n) — €x(n)] = Ax(n) + G(n)e(n) G(n) = AP(n)CT[CP(n)CT + R(n)]?!

Pn+1)=[A-Gn)CIP(M)AT + Q(n)
Optimalis rekurziv becslo (vektor Kalman sziird) x(n) = Ax(n — 1) + w(n), y(n) = Cx(n) + n(n)

x(n) = Ax(n — 1) + K(n)e(n) = Ax(n — 1) + K(n)(y(n) — CAX(n — 1)) K(n) az (n. Kalman erdsités.

nn)
- :
W(Tl) — _ n x(n) = Ax(n — n)e(n x 5
Q| )= abda = ) ¥ )= Korrekcid —N\ )AA ( 13+K( o »  yY()—K(n) _'x(n) Lzl A | C , y(n)
y(n) = Cx(n) + n(n) e(n) 4 ol = @2 =1 yn)
e(n) = y(n) — y(n) X(n—1)

P(n) = E{[x(n) — x(M)][x(n) — x(n)]"} = E{e(n)e" (n)}

trP(n) = E[eT (n)e(n)] minimumat keressik K(n) fliggvényében.
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X(n) =Ax(n—1)+ K(n)[y(n) — CAX(n —1)] = Ax(n— 1) + K(n)e(n)
K(n) = [AP(n — DAT + Q(n)]CT[C[AP(n — 1)AT + Q(n)]CT + R(n)]
P(n) =[I - K(n)CI[AP(n — DA" + Q(n)]

Bevezetvea P,(n) = [AP(n — 1)AT + Q(n)] jelolést megkapjuk a Kalman sz(ir6 szokasos formaju kifejezéseit:
X(n) =Ax(n—1)+ Kn)[y(n) — CAX(n—1)] = AxX(n— 1) + K(n)e(n)

P,(n) = [AP(n — DAT + Q)] Amennyiben az alkalmazott rendszermodellek rendszerzajt becsatolo
matrixa nem az egységmatrix, hanem egy alkalmas B matrix, akkor
K(n) = Py (m)C"[CP1(M)C" + RM)]™" & fenti Gsszefiiggésekben Q(n) helyére BQ(n)BT irandd.

P(n) = [I = K(m)C]P(n) Determinisztikus gerjesztés hatasa az Osszefiiggések linearis

) voltabol fakaddéan a szuperpozicid6 elvének alkalmazasaval
Osszefoglalas + iizenet: érvényesitheto.

A Kalman sz(r6 és prediktor allapotegyenlettel jellemzett rendszer allapotvaltozojanak rekurziv becsldje.

Az optimalis szliréshez kapcsolddd mondanivalo kifejtésére mindkét struktira alkalmas.

A ketto kozotti kildnbség lenyege az, hogy a Kalman szlird a megfigyelt értéket a megfigyelés idopontjahoz
rendelhet0 allapotvaltozd érték becslésére hasznalja, mig a Kalman prediktor annak kdvetkezo idopontbeli
értékét becsli/josolja.

Az eljarasok eredményességét ez a kiilonbség nem befolyasolja.

A prediktor esetében “latvanyosabb” a mérés modelljének beéplilése a megfigyelobe.

Méréselmélet 7. el6adas, 2022. marcius 30.



